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OVER DE BEWEGING VAN STELSELS, GEBONDEN AAN 
VOORWAARDEN, DIE AFHANGEN VAN DEN TUD, 



DOOR 



P. VAN GEER. 

{Vervolg van Deel Vil, blz. 206.) 



VIL 

Thans gaan wij over tot het geval, dat het punt zich moet bewe- 
gen op een oppervlak, waarvan de parameters rechtstreeks van 
den tijd afhangen. Door goede keuze van stelsel kan men de coör- 
dinaten van het punt op de volgende wijze uitdrukken 

waarin q^ en ^^ twee onderling onafhankelijke coördinaten voorstellen. 
De bewegingsvergelijkingen van Lagbange zijn nu twee in aantal, 
namelijk 

dt d;, 

dt ^qi 

Door substitutie van de uitdrukkingen (1) in deze vergelijkingen 
verkrijgt men langs denzelfden weg, als in den aanvang der vorige 
paragraaf is gevolgd, 



?y, dt* ■*■ dq^ dt* '^ J^, dt* ~ d7, ' 
a^?, dt* "^ djr^ dt* "^ ?^j dt* '^ 'èq^' ] 



(2) 



N. A. V. W. Dl, Vm. 



2 

Deze T)eide differentiaalvergelijkingen z^'n voldoende om de bewe- 
ging van het punt te bepalen. In hare oplossing liggen weder alle 
moeilijkheden van het vraagstuk opgesloten. Kunnen deze overwon- 
nen worden, dan verkrijgt men q^ en q^ uitgedrukt in /, waardoor 
de beweging van het punt volkomen is bepaald. Dat ^lit echter 
slechts in uiterst zeldzame gevallen mogelijk is, behoeft na het voor- 
gaande geen nader betoog. Heeft het oppervlak slechts eene trans- 
latie, dan vindt men, op gelijke wijze als hiervoor, dat deze verplaat- 
sing kan geëlimineerd worden , door aan het punt eene versnelling 
te geven, die gelijk maar tegengesteld is aan die van het oppervlak. 

Bij de beweging op kromme lijnen hebben wij eenige gevallen 
beschouwd, waarbij de yerandering bestaat uit eene gegeven ver- 
plaatsing; thans zullen wij eenige gevallen nagaan, waarbij deze 
verandering in den vorm van het oppervlak is gelegen. Om ech- 
ter tot eenige oplossing te geraken zijn wij genoodzaakt het geval 
zoo eenvoudig mogelijk te nemen, en beschouwen daartoe de be- 
weging van een punt op een bolvlak, waarvan het mid- 
delpunt onveranderlijk is, maar de straal met den tijd 
verandert. 

Als vergelijking van het bolvlak nemen w^ 

waarin nu B als eene gegeven functie van den tijd moet beschouwd 
worden. 
Voeren wij bolcoördinaten in, door te stellen 

X =. BSin^, Co8 0^ 

zzzzRCoê^, 

waarbij ö den hoek voorstelt, dien de straal met de positieve ^r-as 
maakt, en cp den hoek tusschen het meridiaanvlak en het xz-ylak, dan 
zijn deze de g', en q^ van vergelijking (1). Door differentieeren en 
substitueeren geven zij 

welke vergelijking de snelheid in de aangenomen coördinaten en hare 

differentialen uitdrukt, waarb^ R' voor -77 is genomen. 

Door substitutie in de vergelijkingen (2) verkrijgt men vervolgens 
na eenige lichte herleidingen 



en 






Neemt v^en aan, dat de, uiiweiii^ge kr^^ht op het punt werkende 
symmetrisch is ten opzichte der ^r-as, dan zal in de krachtfunctie 
niet voorkomen, zoodat het tweede lid der laatste vergelijking nul 
wordt; z^ geeft dus. eene eerste integraal, namelijk 

B*Sm^^^ = C; (4) 

terwijl voor de eerste vergelijking ook geschVeven kan worden 






en hieruit volgt, door eliminatie van -rj> 



i-T^ 



C^Co%^ hü 



dt B^Sin^^~d^ 



(6) 



Nemen wij nu aan, dat de krachtfunctie ook ö niet bevat, het- 
geen het geval zal zijn, wanneer of geene uitwendige krachten wer- 
ken, of slechts centrale krachten naar het middelpunt van den bol, 

dan is — "=0; èn voor vergelyking (5) kan g^chreven worden 

waarvan de integraal is 

/ .dè\^ C* 

\ dtj ^n^ d ^ ^ ^ 

Door substitutie van (4) en (6) in (3) vindt men voor de snelheid 
de eenvoudige uitdrukking 

«' = -^+i?«, (7) 

waaruit blijkt , dat de grootte der snelheid niet afhangt van de plaats 
van het punt op den bol, maar alleen van de grootte van diens 
straal op het oogenblik der beweging. 

Daar verder de snelheid in de richting van den straal des bols 

1* 



loodrecht staat op die, welke langs het oppervlak is gericht, enBf ie 

Of 

eerste snelheid voorstelt, zal — de tweede uitdrukken, zoodat desnel- 

R 

hcid langs het oppervlak omgekeerd evenredig is aan den straal des 
bols. 

Uit (4) en (6) kunnen nu gelijktijdig dt en 22* geëlimineerd wor- 
den, waaruit volgt 

dh _ SinLyJa^8in ^è''C^ 
d(p~ O ' 

welke betrekking tusschen d en onafhankelijk is van den straal des 
bols; zoodat de projectie der baan op een vast bolvlak onafhankelijk 
is van de verandering des straals. Bovenstaande vergelijking geeft 

Cdè 



dCpzzz 



Sin Ö . yJC^SinH-C^ 
waarvatt ée integraal is 



of Tan^b z= 



ACo8(p^BSin(p 



waarin A ea B willekeurig standvastigen, vervangende O efl 0\ 
voorstellen. De laatste vergelijking stelt een grooten cirkel op het 
vaste bolvlak voor, waaruit blijkt, dat de baan van het punt blijft in 
een vast vlak, gaande door het middelpunt. Ter vereenvoudiging 
kunnen wij, zonder aan de algemeenheid te kort te doen, het ar 2r- vlak 
voor dat van de beweging aannemen , door = O te stellen ; hier- 
mede wordt ook Cm vergelijking (4) nul, en geeft vergelijking (6), 
de eenig overgebleven standvastige weder C noemende. 



. d^ 



-i%- 



(8) 



Deze vergelijking drukt 6 in functie van t uit, waardoor de bewe- 
ging van het punt volkomen is bepaald. 

Onderstellen wij in de eerste plaats, dat de straal des bols evenre- 
dig met den tijd toeneemt, zoodat 



dan wordt « = e[i_-_l_], 

waarbij voor ^ = 0, E z=z E^, d = is aangenomen. Hieruit 

Q 

blijkt, dat d toeneemt met den tijd, tot zij de grenswaarde — ^ 

uKq 

bereikt yoor ^ = 00. 

Laat men den straal des bols evenredig met den t^'d afnemen, 
door a negatief te stellen, dan wordt de integraal 






Thans neemt d toe met den tijd; het punt doorloopt den gehee- 

len cirkel met toenemende snelheid tot voor t z=z — ^ y BzzlO, maar 

a 

d en o oneindig groot worden. 

Door eliminatie van t blijkt, dat de baan, die het punt in de 
ruimte beschrijft, eene hyperbolische spiraal is. 

Geven wijj ten slotte aan B eene periodieke harmonische verande- 
ring door te stellen 

/2* = /e,>^V2T| + «,*a>«*2Ti (9) 

waarbij Bi en 72 j de uiterste waarden, T de geheele periode der 
verandering van B voorstellen, dan wordt volgens (8) 

dt 



OT ^ „, (Bi „, r. i\ 



a«*2T- 



gevende Tg2^^^h= ^ Tg^n |, , (10) 



of, stellende 



CT 
B^B^ 



waarb^ d = O voor ^ = O is genomen. 
Hieruit verkrijgt men de volgende overeenstemmende waarden 

^ = 0, B = B^, = 0, 

t = \T, B = B^ = 7, 

4 



enz. 
Waaruit blijkt dat de anomalie roortdurend toeneemt, eü wel met 

het bedrag - voor elk vierde deel der periode van E. 
4 

De hoeksnelheid der beweging van het punt is 
dh C 



en behoudt steeds hetzelfde teeken. 

Door eliminatie van t uit (9) en (10) verkrygt men 

zijnde de poolvergel^'king der baan. Deze is eene golfl^'n tusschen 
de beide cirkds met de stralen E, en E,, om het middelpunt be- 
schreven en beide aanrakende; voor de bepaalde waarde « = 2t 
gaat zij in eene ellips ov^. 

Neemt men editer eene ceittrale kracht 6f een stelsel centrale 
krachten aan, die wel naar de as maar niet naar het middelpunt 
zijn gericht, dan blyven de vergely kingen (4) en (5) bestaan, waarbij 
U eene functie wordt van L Men heeft alsdan twee differentiaal- 
vergclijkingen tusschen d, en t, waarvan de laatste alleen d en ^ 
bevat, omdat R steeds als eene bekende fanctie van t moet beschouwd 
worden. Kan zij geïntegreerd worden, dan geeft (4) d in functie 
van den tijd door eene kwadratuur, waarmede het vraagstuk is op- 
gelost. Dat hieraan vele moeilijkheden zijn verbonden, en slechts bij 
uitzondering eene oplossing in eindigen vorm kan verkregen worden, 
behoeft geen betoog. Beschouwen wij b. v. het eenvoudigste geval , 
dat namelijk de uitwendige kracht is de zwaartekracht, werkende in 
de richting der ^-as, dan moet gesteld worden 

U = ffRCo8è, 

gevende door substitutie in (6) de differentiaal- vergel^^ing 



'(-s 



C^Cosè 



waarvoor ook geschreven kan worden 

welke vergelijking echter, daar U als eene fdnctie van t moet be~ 
Bchouwd worden, voor geene rechtstreeksche integratie vatbaar is. 

Om eeii geval te hebben, waarin het vraagstuk althans tot kwa- 
draturen wordt teruggebracht, nemen w^* aan, dat op het punt eene 
aantrekkende kracht, omgekeerd evenredig aan de. derde macht vanden 
afstand, werkt naar een punt der as op een afstand a van het mid- 
delpunt gelegen, welke afstand evenredig aan den straal verandert; 
zij « de afstand van het bewegend punt tot het aantrekkend punt, 
dan is 



en stellende az=:nR^ waarin n standvastig, 

f/, 



Door substitutie in vergelijking (5) wordt deze 

\ dt) + W»»ö/ + (»»-hl-2»a>«ö)» "" ' 
waarvan de eerste integraal is 

(r. ^V+ -^- _llfL_- a 

\ dt) ^ SinH »* + l-2»a>*ö~ ' 

waarin C eene nieuwe willekeurige standvastige voorstelt. Elimineert 
men hieruit R^ door middel van (4), dan blyft 

Deze vergelijking geeft ^ in eene kwadratuur van d, en bepaalt 
op die wijze de baan op den bol. Yerder volgt uit (4) 

Odt «. ,. ,. 
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waaruit, na substitutie, d in functie van t kan opgelost worden, en 
hierdoor is de beweging van het punt langs de baan bepaald. 

Doch de hier aangenomen onderstellingen zijn van zulk een bij- 
zonderen aard, dat de verkregen oplossing niet zeer bevredigend kan 
genoemd worden. 

VIII. 

Yan de beweging van een punt gaan wij thans over tot die van 
een stelsel, en zullen den invloed nagaan, dien het invoeren van 
voorwaarden, welke rechtstreeks van den tijd afhangen, op de be- 
weging heeft. Ook hier zullen wij ons tot de meest eenvoudige 
gevallen moeten bepalen, om eenige voldoende oplossing te kunnen 
verkrijgen. In den regel toch wordt de oplossing bij de beweging 
van een stelsel verkregen door gebruik te maken van de bekende 
beginselen; die van het massa-middelpunt, der sectoren en vooral 
dat van de levendige kracht. Daar geen dezer beginselen meer gel- 
dig is, kan slechts uit den bijzonderen vorm, dien de bewegingsver- 
gelijkingen aannemen, tot eenige oplossing gekomen worden. 

Beschouwen wij in de eerste plaats de wenteling van een vast 
stelsel om eene as; deze nemen wij echter niet, zooals gebruikelijk 
is, als vast aan, maar onderstellen, dat zij eene gegeven beweging 
evenwijdig' aan zichzelve heeft. Brengen wij een vlak door het 
zwaartepunt loodrecht op de as, dan behoeven wij slechts de bewe- 
ging in dit vlak na te gaan. De as mag niet door het zwaartepunt 
gaan, want dan zou hare beweging geen invloed op de wenteling 
uitoefenen; z^ gaat dus door een ander punt van het stelsel, maar 
dan zal ook de beweging geheel bepaald zijn door die van het 
zwaartepunt. Want kent men bij de beweging van een vast stelsel 
in een vlak, de plaats die elk oogenblik door twee van zijne pun- 
ten wordt ingenomen, dan kan hieruit die van elk ander punt door 
zijne gegeven afstanden tot deze punten afgeleid worden. 

Zij P(iP|y,) het punt, waarvan de beweging gegeven is door de 
beide vergelijkingen 

ar,=/,(0, y,—Mt) (1) 

De gegeven beweging van dit punt veroorzaakt een dwang op de 
vrije beweging van het stelsel, dien wij vervangen door eene onbe- 
kende kracht, waarvan wij de componenten volgens de assen X, en 
Y^ noemen, en die in het punt P aangrijpt. Door invoering dezer 
kracht kan de beweging van het stelsel in het vlak xy als vrij be- 



schouwd vorden, zoodat rolgeas bekende beginselen de bewegings- 
vergelijkingen zijn 

^^dm='ZF+r,, \ . (2) 

Door hieruit de onbepaalde grootheden X^ en J", te elimineeren, 
blijft 

s [(^-^i)^-(y-yi) Jr] ^^=s[(ar-a?,)r-(y-y,)z], (s) 

z^'nde nu de eenige bewegingsvergelijking zonder onbepaalde groot- 
heden. 

Van de coördinaten ten opzichte yan een vast stelsel gaan wij 
thans over tot de relatieve ten opzichte van het punt P door te 
stellen 

de bewegingsvergel^king wordt dan 

= ('^ 57^-y S^) ''"+ (Si' ^*'^"*- 7F=H ='=^*^-*^- 

Noemt men nu ^, en m de coördinaten van het zwaartepunt, dan 
wordt 

Gaan wij thans tot poolcoördinaten over door te stellen 

x=.rCo8^, y=.rSin^, 
en %^=:- r^Co%^^^ jj = /*i^«6,. 

De grootheden r zijn hierbij onafhankelgk van den tijjd, daaren- 
tegen de differentialen van 6 gemeenschappelijk aan alle punten. 
Noemt men M het moment van inertie van het stelsel ten opzichte 
van het punt P, dan wordt 



j^M\mr^ {^^ Coè^i-^^ «»fli) =Sr(rCo«ö-X^»Ö). (4) 



Daar volgens (1) hierin x^ en y^^dus ook hare difPerentialen , ge- 
geven functiën zijn van den tijd, bevat deze vergelijking slechts 
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twee veranderlijken ^| en t Indien het gelukt haar op te lossen j 
is de beweging van het zwaartepunt en dus ook yan elk ander punt 
van het stelsel bepaald. 

Dat Tan eene algemeene oplossing geeïi sprake kan zijn, behoeft 
geen betoog; slechts in enkele zeer bizondere gevallen kan dat plaats 
hebben. 

Nemen wig aan, dat de zwaartekracht de eenige uitwendige kracht 
is, die op het stelsel werkt, dan kan Z= O, 7*==—^ gesteld wor- 
den, en de bewegingsrergeLgking gaat over in 



^7^+ '"'•' (t^' ö««.-^' «»».)=- «.^r.a>*«. 

of, door invoering van de schommelingslengte 

M 



.(5) 



mr* 



De invloed, dien de beweging van het punt P op de wenteling van 

het stelsel om dit punt uitoefent , ligt opgesloten in den tweeden term van 

het eerste lid; deze wordt in verg. (5) nul, zoowel voor r , = O, als voor 

d^ V d* X 

-yf^ z= O en -jTj* =0; waaruit volgt, dat de beweging der as 

dt d* 

geen invloed heeft op de wenteling oin de as, hetzij 

wanneer de as gaat door het zwaartepunt van het 

stelsel, hetzij wanneer zij eene eenparige rechtlijnige 

beweging heeft. 

In elk ander geval is deze term niet nul en heeft eene bepaalde 
beteekenis. Het punt P heeft door zijne gedwongen beweging elk 
oogenblik eene versnelling, die in richting en grootte is gegeven. 
Brengt men deze versnelling in elk punt van het stelsel over, dan 
geeft zij daar eene bepaalde kracht, en de bedoelde term stelt het 
moment voor van al deze krachten om het punt P. De beweging 
van het stelsel om dit punt kan dus als vrij beschouwd worden, 
wanneer men het koppel dezer krachten in tegenovergestelden zin bij 
het koppel der uitwendige krachten voegt. 

Heeft P eene rechtlijnige, eenparig veranderlijke beweging, en 
maakt de richting een hoek et met de a;-as, dan kan 

Xi=>pCo8ec, y, :l=j9iSÏ»«, 
gesteld worden, waarbij p de standvastige versnelling dezer bewe- 
ging is. 



11 

De bewegingsvei^èiykiag wordt bierdoor 

zij drukt de gewone slingerbewegirig uit in de onderstelling, dat op 
elk punt zoowel de yersnelling der zwaartekracht in de richting van 
de verticaal, als die van het punt P in de tegenovergestelde richting 
zijner beweging werkt. Beide versnellingen geven eene resultante, 
standvastig in grootte en richting, welke voor de nieuwe versnelling 
der zwaartekracht kan genomen worden, waaruit dan de beweging 
van den slinger gemakkelijk voortvloeit. Zoo zal bij den vrijen val 
der as de slingerbeweging vernietigd worden, maar de opwaart- 
sche worp der as is zoo goed als eene verdubbeling van de inten- 
siteit der zwaartekracht. 

Onderstellen wig nu, dat de as eene eenparige ciikelvormige bewe- 
ging heeft, en «tellen hiertoe 

Xi=zaOo8xt, y^ = aSinxt, 

waarin a de straal des cirkels, x de standvastige hoeksnelheid voor- 
stelt. 
De bew^ingsvergdijking (6) wordt nu 

stellende hierin d^ *— <» < :^ <^, 

dan is (p de hoek, dien de lijn, van het zwaartepunt naar P getrok- 
ken, inet den straal van P maakt; zoodat hij de relatieve wenteling 
van het stelsel met betrekking tot dezen straal uitdrukt. De verge- 
lyking wordt nu 

l^+ax^Sin0 + ffCo8{ip-\'Ut) = O, (6) 

zijnde eene differentiaalvergelijking van de tweede orde tusschen 
en t, die echter voor geene integratie vatbaar is. 

Neemt men aan, dat geene uitwendige krachten op het stelsel 
werken, dan verdwijnt de laatste term van het eerste lid en de ver- 
gelijking wordt 

l ^^ax^ SinCp = (7) 

Deze stelt weder de gewone slingerbeweging voor, waarbij de ver- 
snelling der zwaartekracht is vervangen iloor de centrifugale virarsnel- 
ling van het punt P in de richting van den straal. 
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In dez» beweging is de periode voor oneindig kleine schomme- 
lingen 



«Va 



nu is - = T' de periode voor de beweging van de as; men heeft 



» 



dus de eenvoudige betrekking 



T II, 

r = V «' 



voor l=La worden beiden perioden gelgk. 



Beschouwen wij thans de beweging van een vast stelsel om een 
z^ner punten, in de onderstelling, dat dit punt eene gegeven bewe- 
ging heeft. 

Zg P(^iyi^i) dit punt, en zijne beweging bepaald door 

^i=/iW, yi=/iW, ^i=/3(0. 

dan zal de beweging van het stelsel geheel zijn bepaald, wanneer 
wg zgne wenteling om het punt P kennen. 

Voeren wij nu eene kracht Xi T^ Zx in , werkende in het punt P, 
dan kunnen wij het stelsel als volkomen vr\j beschouwen; de zes 
bewegingsvergelijkingen zijn dus 

s(*^-»^^)rf».=£(«Js:-.^)+(»,J.-*,^.). 
£ («0 -y ^) rf» = s(x r-yX) + («, r, -y, x,). 

Elimineerende uit de drie laatots, door middel van de drie eer- 
ste, de onbepaalde grootheden X, TgZi, wordt 
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(8) 



£ [(a!-x,)^-(y-y,)^*] rf» = £[(«-»,) ^~(y-y.)^]- 

Voert men nu de relatieve coördinaten in ten opzichte van het 
punt P, door te stellen 

en noemt tevens ^ , m, ?, de overeenkomstige coördinaten van het zwaar- 
tepunt van het stelsel, dan gaan de bewegingsvergelijkingen over in 
de volgende 

Hieruit blijkt, dat de beweging van het punt geen invloed zal uit- 
oefenen op de wenteling van het stelsel om het punt, hetz^* wanneer 
dit punt is het zwaartepunt van het stelsel, hetzij wanneer die be- 
weging eenparig rechtlijnig is. In elk ander geval veroorzaakt de 
beweging van het punt een koppel, dat verkregen wordt door aan 
elk punt van het stelsel eene versnelling te geven, die gelijk en 
tegengesteld is aan die van het punt P in zijne gegeven beweging. 
De krachten hierdoor veroorzaakt kunnen in het zwaartepunt worden 
samengesteld en geven hier ten opzichte van P het bedoelde koppel. 
Dit koppel gevoegd bij die der uitwendige krachten bepaalt volko- 
men de wenteling van het stelsel om P, als ware dit nu een vry punt. 

Heeft dit punt P eene eenparig veranderlijke rechtlijnige beweging, 
dan is de invloed hiervan op de wenteling gelijk aan die der zwaarte- 
kracht, werkende in de tegenovergestelde richting van de beweging 
van het punt P, met eene intensiteit , die gelijk is aan zijne versnel- 
ling. Het vraagstuk kan dus opgelost worden in de gevallen, waarbij 
dit voor de wenteling van een lichaam om een vast punt onder de 
werking der zwaartekracht mogelijk is, en geeft geheel overeenkom- 
stige uitkomsten, zoodat het overbodig is deze hier nader te ontwik- 
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kelen. Als bi^uder geval volgt hieruit, dat bij den vrijen val van 
het lichaam, de wenteling om elk punt, dat gedwongen wordt de 
verticaal te doorloopen, zal plaats hebben, alsof geene krachten wer- 
ken, zoodat ook de zwaartekracht haar invloed op de wenteling ver- 
liest. Wordt het lichaam daarent^en opgeworpen, zoodat één punt 
in de verticaal blijft, dan zal da wenteling om dit punt plaats heb- 
ben, alsof de zwaartekracht hare intensiteit heeft verdubbeld. 

Heeft het punt P eene eenparige cirkelvormige beweging, dan ver- 
oorzaakt deze op het zwaartepunt eene kracht, gelijk aan de middel- 
puntvliedende kracht van de geheele massa, zoo zy in P vereenigd 
ware. Werken geene andere krachten op het stelsel, dan zal zijne 
relatieve beweging zijn, als die van een zwaar lichaam om een vast 
punt onder de werking der zwaartekracht. De verticaal wordt hierbij 
vervangen door de naar buiten gekeerde richting van den straal van P. 
Werkt daarenboven de zwaartekracht op het stelsel, dan kan van 
geene oplossing der formulen sprake zijn, omdat op het lichaam twee 
stelsels krachten werken, ten eerste de zwaartekracht in standvastige 
richting, ten tweede de middelpuntvliedende kracht in veranderlijke 
richting. Het bijzonder geval, dat deze beweging voortdurend om 
eene zelfde as plaats heeft, ligt opgesloten in de differentiaalvergelij- 
king (6), die, zooals hierboven werd opgemerkt, voor geene oplossing 
vatbaar is. 

Wordt echter gevraagd naar de wenteling van een stelsel om eene 
as, die zelf eene gegeven wenteling heeft, dan is de oplossing van 
geheel anderen aard. Nemen wij hiertoe aan, dat deze as voortdu- 
rend gaat door hetzelfde punt en verder eene beweging heeft, die 
wordt bepaald , door de grootheden, die hare richting uitdrukken, als 
gegeven funptiën va» den tijd te beschouwen, dan kan de wenteling 
om deze as hieruit «^fgel^id worden. 

Gaan wij uit van de bekende formulen van Eul^b voor de bewe- 
ging van een stelsel om een punt, zynde 



dp 

(9) 



A^+{C-£)qr=::L, \ 



B^^ + ^-0.pr=^ 



en nemen aan, dat geene uitwendige krachten eene wentelende bewe- 
ging veroorzaken — hetgeen o. a. het geval is wanneer het zwaarte- 
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punt ligi op dfi aiMdg^i^me^ 9^ van vrenteling, — dan zal echt^ de 
gedwongen beweging ^er as een koppel veroorzaken, waarvan he^ 
vlak door deze as gaat. Zij K dit koppel, «', |3', y' de hoeken, die 
zijne as met de hoofdassen van het lichaam maakt, dan is 

Z=iKCos»\ M = KCo8fi', N=zKCo8r\ . . . (10) 

Doch wegens den loodrechten stand van de as van het koppel en 
de as van wenteling is 

Co8».Co8x'+Co8p.Co8P''\^Co8y,Co8y z=:0, . . . .(11) 

waarbij «, /3, y de hoeken voorstellen , die de laatste as met de hoofd- 
assen van het stelsel maakt. 

Vermenigvuldigt men van de vergelijkingen (9) de eerste met Oo8ec, 
de tweede met Co«/3, de derde met Co8y, en telt op; dan wordt, 
lettende op (10) en (11), 

C08CC y^+{0'-B)qr^ + Oo8p [^^ + (^-C?);^r] + 

+ C08r [c^ + (B^J)jpq^=0 (12) 

Hierin moeten de drie grootheden p, q, r door ééne veranderlijke 
worden uitgedrukt. Beschouwen wij daartoe de EüLEEsche trans- 
formatie van coördinaten en noemen Cp, d, J* de hoeken, die den stand 
van het eene stelsel ten opzichte van het andere bepalen, dan zullen 
de twee eerste den stand der as van wenteling, de derde de grootte 
der wenteling om deze as voorstellen. Als gegeven nemen w^ dus aan 

<P=A{th »=ƒ.(<) (13) 

terwyl J; in functie van den tijd moet gevonden worden. 

Nu worden de grootheden p^q, r ui^gedrul^t in de hoeken 0,0,4' ^^ 
hunne diflferentialen door de volgende betrekkingen *) 

dó dh 

4t at 

dó d& \ 

q= TT Co84f.Sin^''—Sin4*, } (14) 

at at * 

Volgens (13) zijn hierin de grootheden en J, dus ook hare dif- 



') Zie o.a. Sciiell, Theorie der Bewegung und der Krafte. Zweite Auflage, 
I Band, 2 Theil, Cap. VI, $ 13. 
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ferentialen, die wij naar gewoonte door accenten zullen aanwijzen i 
bekende functien Tan den tijjd, en blijft slechts 4^ ter bepaling oyer. 
Men heeft dus 

do d^ ^ 

dt at 

dt dt 

^ = <p" Cb» « - (J)' fl' «» « + ^ . 

at at* 



(16) 



Substitueert men deze uitdrukkingen in (12), dan verkrijgt men 
eene vergelijking, die behalve de standvastigen «, /3, y, A, B, C, 
slechts 4^ en ^ als veranderlijken bevat. Gelukt het hiendt de eerste 
in functie van de laatste uit te drukken, dan is het gestelde vraag- 
stuk opgelost. De bedoelde vergelijking is eene differentiaalvergelij- 
king van de tweede orde, die in dezen vorm te samengesteld wordt 
om op te lossen. 

Ter vereenvoudiging nemen w\j aan, dat de as, waarom het lichaam 
wentelt, een zijner hoofdassen is; dan kunnen Cosx =0, Cos ^ = O, 
Co«y = 1, gesteld worden, zoodat vergelijking (12) overgaat in deze 

C^+(5-^i»^ = 0, (17) 

dr 
welke, na substitutie van — en jpq uit (15) en (16), wordt 

+ C{0" 008^^0' ^'Sin^) — O (18) 

Onderstellen wij , dat de as met eenparige beweging een omwente- 
lingskegelvlak beschrijft, dan moet 

d = standvastig, 0:=zeit, 

genomen worden; de bewegingsvergelyking (18) gaat hierdoor over in 

C^+(B-J)ct^SinU.Sin4f,Co84^ = 0, (19) 

waarvan de eerste integraal is 
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C {^-^ \{B^A)a> Sin* LSin* J; = standvastig = Cp», (20) 

— zijnde hierin j3 eene nieuwe standvastige — gevende 

d4^ 



dt=. 



\J ^*- ^-^ cc^Sin* ^.Sin^^ 



Neemt men aan 4^ ^ O voor ^ = O , dan wordt 

zijnde k* positief en kleiner dan de eenheid, omdat altijd B>A 
kan genomen worden, waarbij B^A<^C tn ^^ otSinh is. 
Derhalve wordt 

^ = am^t, (21) 

waarmede de verlangde oplossing is verkregen. Beschryft de as in 

plaats van een kegel vlak een plat vlak, dan moet d = - gesteld 

worden, hetgeen in de bovenstaande uitdrukkingen slechts geringe 
verandering teweeg brengt. 

Voor B=,A wordt -— =s O , zoodat de beweging der as geene 

wijziging in de wenteling om de as veroorzaakt, wanneer zij eene 
as van omwenteling voor het lichaam is. 

Verder volgt uit (20) en (31), dat de hoekbeweging om de as pe- 
riodiek is met de periode 






(22) 



zoodat voor (21) ook kan geschreven worden 

Het maximum der hoeksnelheid is |3, en heeft plaats voor t|/ = O ; 
dat is, wanneer de arm van het kleinste moment van inertie A met 
de lijn der knoopen samenvalt; het minimum der hoeksnelheid is 

(3* --— «^/Sw^ö, en heeft plaats voor 4/=:-, dat is wan- 

C A 

neer de arm van het grootste moment B samenvalt met de lijn der 
knoopen. 



v/ 



N. A.V. W.D1.VIII. 
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Bei^QUwea wij thans ook het bekende vraagstuk van de beweging 
van een zwaar lichaam, dat met een punt op een horizontaal vlak 
steunt, maar voeren nu de voorwaarde in, dat dit vlak eene bepaalde 
beweging in de richting van de verticaal heeft. 

Zij R de weerstand van het vlak, Z {x^y^z^) het zwaartepunt, ge- 
nomen ten opzichte van een vast coördinatenstelsel, waarvan de Z-as 
de richting van de verticaal heeft; P(«/3y) het punt van het lichaam, 
dat op het vlak steunt, genomen ten opzichte van de hoofdassen; 
dan zijn de oorspronkelijke vergelijkingen, die de beweging uitdruk- 
ken (zie o. a. PoissoN, TrcMé de Mécanique, II, Chap. VI), 



dt^ 



O, 



B^^{J^C)rp = R{rc^xn, \ (24) 

Steunt het lichaam op hét ZT-vlak, dan komt hierbij de voor- 
waarde 

maar nemen w\j nu aan, dat het vlak eene gegeven beweging heeft, 
uitgedrukt door 

^=/W (26) 

dan zal de bovenstaande voorwaarde vervangen worden door 

0i+c«4c'p+c"y=/W (26) 

Neemt men thans een nieuw coördinatenstelsel aan , dat evenwijdig 
is aan het vorige, maar waarvan de oorsprong zich langs de verti- 
caal volgens de in (25) gegeven wet verplaatst, dan verkrijgen wij de 
relatieve beweging ten opzichte van dat stelsel door z door z-\'f{t) 
te vervangen; hierdoor wordt ook z^=:zi +/(0> zoodat de eeoige 
wyziging, die de bovenstaande bewegingsvergelijkingen ondwgaan, 
hieruit bestaat, dat de derde van (23) wordt vervangen door 
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m^l^ = B^my+r(f)] (27) 

De inrloed Tim de beweging yan het vlak op die Tan het lichaam 
is eeniglijk deze, dat de versnelling der zwaastekraoht wordt ver- 
meerderd met die van de beweging van den aangenomen oorsprong. 

De beweging van het vlak zal dus geea invloed hebben op die 
van het lichaam, wanneer zij eenparig is. Is zij eenparig verander- 
lijk, dan moet hare standvastige versnelling bij die van de zwaarte- 
kracht worden gevoegd; eene opwaartsche beweging van het vlak 
geeft eene schijnbare vermeerdering van de intensiteit der zwaarte- 
kracht, eene neerwaartsche beweging daarentegen eene schijnbare ver- 
mindering. 

Volgt de beweging van het vlak eene meer samengestelde wet, 
dan blijft het tweede lid van (27) t exj^ciet bevatten; eene inte- 
gratie der bewegingsvergelijkingen is alsdan onmogelijk, omdat de 
integraal van de levendige kracht niet doorgaat en door geene an- 
dere kan vervangen worden. 

Nemen wij nu als bijzonder geval aan, dat het vlak vrij valt, 
zoodat de versnelling zijner beweging gelijk is aan die der zwaarte- 
kracht, maar zoodanig, dat de beweging van het lichaam op het 
vlak geen invloed op zijn val uitoefent. Dan wordt /"(^) =--^, 
en de relatieve beweging van het lichaam op het vlak is als die van 
een tol, welke aan de werking der zwaartekracht is onttrokken. Daar 
dit merkwaardig bewegingsgeval (zoover ik althans heb kunnen 
nagaan) nergens wordt behandeld, is het zeker niet overbodig hier 
de bewegingsvergelijkingen nader te ontwikkelen. 

Daartoe hebben wij in de grondvergelijkingen (23) en (24) slechts 
^ s=: O te stellen. Om verder brj de gewone onderstelling van de be- 
weging van den tol, — dat h^* met het uiteinde z\jner omwentelingfiafi 
op het vlak steunt, — te blijven, stellen wij verder « = 0, 13=: O en 
A'sr&B, De yergelijkingen (24) gaan dan over in de volgende 

dr 

waaruit de drie volgende eerste integialen voortvloeien 

r =: 9» = standvastig, 

2* 



Ap^+^^)+ ^»* + ^ (^ ) = standvastig, 

^{cp '\'c'g)-\' Cnc" z= standrastig. 
Substitueerende de waarde yan p en g uit (14), en inachtnemende 
dat 

terwijl ook ^i+c"y = j, +yOo»è = 0; 

dan geren de laatste vergelijkingen 



[*"CT)'+Q>-'*-'r^)'= 

at 



p\ 



(28) 



waarin P* en Q de standvastigen der integratie voorstellen. 

Deze beide vergelijkingen kunnen en d in functie van den tyd 
opleveren. Om de standvastigen te bepalen nemen wij aan, dat bij 
het begin der beweging aan het lichaam eene wenteling n om de 
as wordt meegedeeld, terwijl de verplaatsing van de as zelve wordt 
bepaald door 

Hierdoor verkrijgen de standvastigen deze waarden 

Neemt men, zooals gewoonlgk bij de beweging van den tol wordt 
gedaan, aan, dat in den initialen stand aan de as van omwenteling 
geene beweging wordt meegedeeld, dan is <|)o = en öo'=ö> dus 

ook P = O, maar dan wordt ook ^^ = O, en ■— = O, zoodat de 

at at 

as geene beweging zal aannemen en het lichaam om de onverander- 
lijke as bleven draaien. Wij zullen dus aan ^^ en 6' o ^^^ be- 
paalde waarde toekennen. Door eliminatie van \-tA iiit de beide 
vergelijkingen (28) volgt 

^(^ + i»y*^»M)/Sï»*ö(^^y=^P»^»»6-(Q-.t7»Co«ö)*, (30) 

welke vergelijking slechts de veranderleken d en ^ bevat, zoodat 
hierdoor de eerste in de laatste en wel door middel van eene kwa- 
dratuur kan worden uitgedrukt. 



'«.} («^) 



Het tweede lid der rergelijking is een vierkantsyorm ten opzichte 
van C<?«6; stellende 

L = JP* Sm* è-iQ" CnCbs^y, 

zullen wij onderzoeken, voor welke waarde van Coa^^ LzzzO wordt. 
De discriminant van den tweede-machtsvorm is 

of na substitatie van P* en Q uit (29) 

A =z JF* [SinHo{J(po' Oo8^o- Ony + Mo'H^ + nty^ ^^^ ^o)] (32) 

Derhalve A > O en de wortels van X = O zijn bestaanbaar. 

Nu wordt Z<0 zoowel voor Ci?a6 = l, als voor Co«ö= — 1, 
terwijl Z> O voor (7o«6 = C!:>«6o; dus liggen de beide wortels tus- 
schen +1 en —1; wij zullen ze noemen Cos et en CoB^y waarby 
Co9»>Co8^', voor L kan dan geschreven worden 

L=.{AP*'\'C*n*)[Co8»-Co8h){Co8^-Co9p)i . . (33) 

i d ^ \ 
Zoowel voor 6 = a als 6 = j3 wordt [-tt] = O ; deze waarden 

zijii dus het minimum en maximum van den hoek; x is steeds <-, 

maar fi kan zoowel scherp als stomp zijn. Dit hangt af van het 

teeken van (u^P*-Q*); naarmate Q*=^P» is (3 = . Hierby 

> > * 

wordt aangenomen, dat het vlak steeds het uiteinde der as blijft 
bevatten, maar verder geene verhindering aan de beweging van 
het lichaam geeft. In de eerste onderstelling blijft het steeds 
aan ééne zyde van het vlak, in de tweede raakt de as het vlak, 
in de derde gaat zij onder het vlak door. De wortels wor- 
den gelijk voor A = O, dat is volgens (32) voor 6'o=0 en 

Cn ' 

0' 0^=^ .; ; in deze onderstelling zal het lichaam vrij om het 

^ (J08 V A 

zwaartepunt wentelen, terwijl het vlak hierop geen invloed uitoefent. 
De omwentelingsas beschrijft een omwentelingskegel met standvastige 
hoeksnelheid, hetgeen met de leer omtrent de vrije wenteling geheel 
overeenstemt. 
Volgens de tweede vergelijking van (28) zal, in de onderstelling 

Q<(7», -~- = O worden voor Co«d = -^ , waarbij volgens (30) 
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(j/) ^staanbaar blijft, en niet nul is; is dus Q>C?» of 

(p\> ■ ' , ^ ■, dan zal de rerandering ran steeds in den- 

zelfden zin plaats grijpen; in het omgekeerde geval heeft ^ twee grenzen , 
binnen welke zij besloten blijft, en aan welke de beweging teruggaat. 
De vergelijking (30) geeft nu door substitutie van (33) 

waaruit d in functie van t door middel van elliptische integralen kan 
worden opgelost. Substitueert men weder z^ = — yCfe«ö, en stelt 
overeenkomstig hiermede a=— yCb«« en dz=— y(7o«P, dan geeft 
de laatste vergel^king 

^(^-^j»y*-»j0,*)f'^'y = (^P» + t7^»*)(a-i?i)(^, -.5), 

welke de snelheid van het zwaartepunt op de verticaal bepaalt. Door 
integratie verkrijgt men de verplaatsing in den tijd uitgedrukt. 

Ten slotte verkrijgt men nog uit de laatste vergelijking den weer- 
stand van het uiteinde der as. Want deze is 

Daar nu de drukking van de as op het vlak gelijk is aan dezen 
weerstand met tegengesteld teeken, volgt hieruit, dat de drukking 
positief is voor z^zzza en negatief voor z^ =.è; zoodat zij in eenig 
punt, tusschen beide grenzen gelegen, nul wordt. De andere waarde 
van «f|, voor welke 5 = 0, is grooter dan «, en komt dus niet in 
aanmerking. 

Langs dezen weg kunnen alle grootheden, die in het vraagstuk 
voorkomen, worden bepaald. De oplossing der veranderlijken d en 
4/ in ^ geschiedt door middel van elliptische functiën, die echter te 
samengesteld zijn om hier te worden afeeleid. 



EENIGE TOEPASSINGEN VAN DE THEORIE DER SINGU- 
LIERE INTEGRALEN, BIJ DIFFERENTIAALVERGE- 
LUKINGEN VAN DE TWEEDE ORDE, 



P. jr. HOLLHAN. 



Bij eene totale differentiaalvergelijking der eerste orde is slechts 
eene soort van singuliere integraal naogelijk, dat is, zulk eene, welke 
geene standvastige door integreeren verkregen heeft. 

Bij eene totale differentiaalvergelijking der tweede orde daarentegen 
zijn twee soorten van singuliere integralen mogelijk, namelijk 

I. De enkelvoudige singuliere integraal, welke eene standvastige 
heeft. Zoo lang deze onbepaald blijft, is de enkelvoudig singuliere 
integraal eene algemeene; zij wordt eene bijzondere, wanneer men 
aan de standvastige eene bepaalde waarde gegeven heeft; 

II. De dubbel singuliere integraal, welke uit de enkelvoudig sin- 
guliere haren oorsprong neemt, bijaldien de standvastige door eenige 
functie van x of van y of van beiden vervangen wordt. 

De singuliere integralen eener totale differentiaalvergelijking der 
tweede orde kan men langs drie verschillende wegen vinden, namelijk 

I. Uit de totale differentiaalvergelijking der tweede orde zelve; 

II. Uit deze laatste eenmaal geïntegreerd en van hare standvastige 
begeleid; 

III. Uit de algemeene integraal met hare beide stand vastigen. 
Wil men de laatste methode volgen, dan differentieert men de 

algemeene integraal 

F[x,y,A,B) — ^, (I) 

verkregen uit de differentiaalvergelijking der tweede orde 
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/(«,y,i>,^) = o, (II) 

waarin p en g de bekende bekortingen voor -j^ en -r-r zijn, eerst 

zoodanig, dat men ^en^ als onafhankelijk van de ar en ^ beschouwt. 
Hierdoor verkrijgt men 

dy /^F.-^F^ 



■&-'^) '-> 



dx 

j^/d^ ^\ ^ /^F ^F \ 

d^y _ \^ ' ^y ) VT5__^ / dy 

^'^ d^- ?5 d^ 'Tx'-'^^^^ 

Maar differentieert men (I) in de veronderstelling, dat ook jd en 
JB functiën van x zijn, dan heeft men 

dx'' \?x'' dx ) [dJ' dy )'dx'^\}i£'' dy J'dx' ^ ^ 
Uit (UI) en (V) volgt noodzakelijk 

\d^ ' dy ) dx^ \dB' dy ) dx ' ' ^ ^ 

Differentieert men verder (III), in de veronderstelling dat A en 
B function van x z^jn, en onder voorwaarde dat voldaan worde aan 
(VI), dan komt er 

/dj^ dj^\ ^ /^ d_F^\ 
d^y _ ^\dx ''dy) \dx' dy ) d^ ^ 

dx^ dx dy ' dx 

/^F dF \ d(—^\ 

[dx ' dy ) dA [ dx • dy ) dB 



dA ' dx dB ' dx" 

waaruit in verband met (IV) moet volgen 



jr-.(Vii) 



i^,lIS\ (dF ^F\ 

\ dx ' dx ' dA . \ dx ' dx ) 



dB 



^A rf. + TF •^ = »-(^") 

Voor wij verder gaan, moeten wij opmerken dat men bedacht z\j 
gemeenschappelijke factoren in teller en noemer van de breuken 

/ dF ^^\ ( dF lF^\. (IF d_F\ 
\dx' dy )' \dA'' dy )' [dB' dy ) 

weg te nemen, zonder welke voorzorg men op de uitdrukking 0:0 
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kan stuiten; hierop is reeds in het eerste gedeelte, bladzijde 60, 

opmerkzaam gemaakt. 

Voorts moet men twee gevallen onderscheiden. Men kan, eerstens, 

dA dB 

of y— tusschen (VI) en (VIII) elimineeren en vindt dan 
dx dx 

T^C^JL 1I\ > (11 IL\ 

(dF dF\ Ua?' dy) (^F ^\ \dx '' dy ) _^ ,jy. 
\Ja' }i!f )' ^B \dB'-dy)' èJ — -y ) 

Elimineert men nu nog -^ en ^ uit (I), (III) en (IX), dan ver- 
krijgt men eene differentiaalvergelijking van de eerste orde 

(p,(x,y,p) = 0, (X) 

waaruit door integreeren 

(p(x,y,K) = (XI) 

ontstaat. 

Van (XI) weet men alleen, dat zij aan (II) voldoet; of zy eene 
enkelvoudig singuliere integraal is zal later blijken. Is zij dit, en 
kan men voor K zulk eene functie van x vinden, dat daardoor (XI) 
overgaat in 

*(ar,y) = 0, . . . , (XII) 

en tevens voldaan wordt aan (X) en (II), dan is (XII) eene dubbel 
singuliere integraal van (I). Men vindt haar door (XI) te differen- 
tieeren in de veronderstelling, eerstens dat K onafhankelijk is van 
X en van y, en vervolgens dat Z" eene fiinctie is van a? en y, op 
ongeveer dezelfde wijze als in het eerste gedeelte, bladz. 60, werd 
aangetoond; en door vervolgens de waarden der zoo gevonden dif- 
ferentiaalquotienten aan elkander gelijk te stellen. Daardoor erlangt 
men de voorwaarde 

(ii^^)=» <-) 

Dan differentieert men (XI) andermaal, onder dezelfde voorwaar- 
den als vroeger en met inachtneming van (XIII), waardoor men 
heeft 



\ Tix ' dx ) 



,K =« ^ 

Niet altijd gelukt het voor de standvastige K zulk eene functie 
van X te vinden, dat tevens aan (XIII) en (XIV) voldaan wordt. 
En in zulk geval bestaat er geene dubbel singuliere integraal. 



Kan men om de eene of andere reden geen gebruik maken van 
de singuliere integraal (XI), dan kan men de dubbel singuliere inte- 
graal ook afleiden uit (X). Dijfferentieert men deze, dan heeft men 

l^+^■'+^•l!=' *") 

en kan men Terder handelen, zoo als in het eerste gedeelte, bladz. 
62, is opgegeven. Men zal dan op (XII) terugkomen, maar moet 
nog onderzoeken, of zij strookt met (II), wat dikwerf het geval niet 
wezen zal; maar dan bestaat er ook geene dubbel singuliere integraal. 
Het tweede door ons genoemde geval heeft plaats, wanneer (III) 
zich laat splitsen in 

(15^17)=» '-' 

{w-'^) = " ••■•<''-> 

en men voor -^ en ^ bepaalde functiën van x kan 'vinden. Die 
functiën kunnen van dien aard zijn, dat men dezelfde dubbel sin- 
guliere integraal vindt, vroeger uit (XI) afgeleid. Maar zal die uit- 
komst met (II) strooken, dan moet tevens aan (VIII) voldaan zijn. 
Vindt men nu uit (XVI) en (XVII) geheel bepaalde functiën voor 

J en B, dan .ijn ook ^ en ^ ,an elkander onaf hankel^k ; als 

wanneer uit (VIII) volgt 

\ dx dx / 



en in 






t O (XVIII) 



«^ ^^ ^ =0 (XIX) 

Uit het aantal bijzondere voorwaarden, die hier vervuld moeten 
woffdea, kan men opmaken, dat de dubbel singuliere slechts selden 
voorkomen. 

Tot heden namen wy stilzwijgend aan , dat (XI) eene enkelvoudig 
singuliere integraal was; hier moeten wij aanstippen, onder welke 
omstandigheden dit het geval is. Wanneer men (XI) differentieert, 
dan verkrijgt men, met inachtneming van (XIII), 

£y — (ïl.ll\ fxxi 
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Doet men hetzelfde met (I), onder voorwaarde dat aan (VI) vol- 
daan is, dan komt er 






(if^^) <-« 



Elimineert men nu, door middel van (XI) en (XX) i^ enp tusschen 
(I) en (XXI), dan verkrijgt men de twee vergelijjkingen 

xi^, A, B, jr) = o (xxn) 

en x'{^^ A, B, K) = ^ (XXIH) 

Lost men uit deze laatste ^^ en ^ op, en vindt men beiden als 

functie van ar, dan is (XI) eene enkelvoudig singuliere integraal. 
Heeft men verder de vergelijking (XII), welke geene standvastige 

bevat, en van welke men alleen weet, dat zij met (II) strookt, dan 

loopt het onderzoek even gemakkelijk af. Men diflBerentieert namelijk 

(XII), waardoor men heeft 

lf+l7-^ = ' ^^^ 

Daarop elimineert men, met behulp van (XII) en (XXIV) y en p 
tusschen (I) en (XXI), hetwelk aanleiding geeft tot de beide verge- 
lijkingen 

X''{x, A, ^) = 0, (XXV) 

x:"{x, A, B)=zO (XXVI) 

Leveren deze vergelijkingen waarden voor ^ en ^ op, die functiën 
zijn van 0, en wel zulke waarden, dat zij voldoen aan (IX), maar 
niet aan (XVI), (XVII), (XVIH) en (XIX), dan is (XII) eene 
enkelvoudig singuliere integraal. Voldoen zij echter tevens aan de 
laatstgenoemde vergelijkingen, dan kan (XII) eene dubbel singuliere 
integraal wezen. Men erlangt hiervan de zekerheid, als men uit 
(XI) en (XII) y elimineert, en de waarde van K daardoor te vinden 
eene functie van x is. 

Kent men alleen de integraal van (II), begeleid door de stand- 
vastige A oi By 

r{x, y, p, A) = (XXVII) 

dan is de loop van het onderzoek dezelfde; men differentieert 
(XXVII) eerst in de veronderstelling, dat A onafhankelijk is van x, 
waardoor men verkr^gt 

rfïï- iT^+^T'^l 17"' ■ "^ ^ 

vervolgene, aannemende dat A functie is van x, hetwelk geeft 



d*y_ (i-^r ,-»F' X dF'\ (-dr ?r\ d^ .^^j^. 

Beide uitdrukkingen van -^r-^ of q aan elkander geügk gesteld, 
leiden tot de voorwaarde 

{t2''-w) = '' ™ 

In deze laatste vergelijking mogen, om meermalen gemelde redenen, 
geene gemeenschappeligke factoren in teUer en noemer overbl^'ven. 

Elimineert men nu de standvastige A uit (XXVII) en (XXX), 
dan bekomt men eene differentiaalvergelijking der eerste orde 

r\x,y,p) = ^ (XXXI) 

welke na integreeren de vergelijking 

r"{x, y, r) = (XXXII) 

oplevert, waarin K eene nieuwe standvastige is. 

(Jit het vorige, bij de eerste methode van onderzoek besprokene, 
zal men gemakkelijk kunnen nagaan, of (XXXII) eene enkelvoudig 
singuliere integraal is, en onder welke omstandigheden eene dubbel 
singuliere integraal mogel^'k wordt. Wij gaan dit onderzoek met 
stilzwijgen voorbij en komen tot de derde methode, het opzoeken 
der singuliere integralen uit de oorspronkelijke differentiaalvergelijking 
der tweede orde. Hier is, mutatis mutandis, van toepassing, wat 
wij reeds in het eerste gedeelte, bladz. 61, aanvoerden. Differentieert 
men (II), dan komt er 

zal aan deze vergelyking, onafhankelijk van ^-^ voldaan worden, 
dan splitst z\j zich in de beide volgende 

lf + l7-^+l7-^ = ' (^^^^ 

en ^ — ^ (XXXV) 

Het komt er dus op aan, om eene functie* te vinden, die aan (II), 
(XXXrV) en (XXXV) voldoet. Om zulk eene functie op te sporen, 
zondert men j9, ^, x of y, of zelfs eene geheele uitdrukking uit (II \ 
af, en brengt haar in (XXXIV) en (XXXV) over. Scheidt zich nu 



b^' deze vergelijkingen een gemeenschappel^ke factor N af, dan 
ziet men terstond in, dat aan beide voldaan wordt door de voor- 
waarde 

N=0 (XXXVI) 

Men moet derhalve eene fonctie 

+'(ar,2(,Z) = (XXXVn) 

zoeken, welke gelijktijdig aan (ü) en aan (XXXVI) voldoet. Be- 
staat er werkel^k zulk eene gemeenschappelijke factor iV, dan gaat 
(XXXIII) over in 

iv(i'+<20) =0 (xxxvni) 

waarin nu de drie uitdrukkingen iV, P en Q hoogstens de vier be- 
standdeelen x, y, p en q kunnen bevatten. 

Merkwaardig is het geval, waarin de differentiaal van (II) recht- 
streeks in twee factoren kan worden gesplitst, zoodat men zonder 
eenige substitutie het product 

Ai'.Sf.P.i)'/* («.y.p.y,0) =0 . . . (XXXIX) 
bekomt. 

Wanneer in de genoemde gevallen geene betrekking tusschen x en 
y kan worden gevonden, welke aan (II) voldoet, dan bevat deze 
vergelijking geene singuliere integraal. Heeft men echter zulk eene 
functie kunnen opsporen, dan is hiermede nog niet beslist, dat zij 
eene singuliere integraal is, en een tweede onderzoek wordt noodig. 
Laat men in (XXXVIII) den factor N weg, waardoor zij zich her- 
leidt tot 

P+Qg,=.0.... (XL) 

dan moet de laatste voldoen aan de algemeene integraal en aan elke 
bijzondere. Heeft men nu eene functie 

0ix,y,K) = O, (XLI) 

en voldoet (XL) niet aan haar, dan heeft men eene algemeene enkel- 
voudig singuliere integraal. Maar voldoet (XL) wel aan (XLI), 
dan kan zij eene bijzondere algemeene of singuliere zijn, en men moet 
zijn onderzoek tot de differentiaalvergelijking der vierde orde 

^+^^ = » (^^) 

uitstrekken, enz. 
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Heefk zidi eene yergelijldiig 

+ (*,y) = 0, (XLni) 

bij welke geene standvastige voorkomt, als singuliere integraal doen 
kennen, dan moet men nog onderzoeken, of zij eene bijzondere en- 
kelvoudig singuliere, of eene dubbel singuliere is. Daartoe dinrineert 
men x oi y tusschen (XLI) en (KLIII). Wordt zoo doende K eene 
functie van ^ of ar, dan heeft men te doen met eene dubbel singu- 
liere integraal. Is K onafhankelijk van y of a? , dan is (XLIII) eene 
byzondere enkelvoudig singuliere integraal. 

Tot opheldering van het medegedeelde kiezen wij de volgende 
voorbeelden. 

I. Men zoekt eene vlakke kromme lijn, bij welke de inhoud der 
rechthoekige driehoeken, gevormd door de coördinaten van de mid- 
delpunten der kromtecirkels, gelijk aan g^ is. 

Dit vraagstuk gtt^ aanleiding tot de volgende vergelijking 

i(._a±p)(„l±£l) =,.,....<„ 

en elke kromme, welke voldoet aan deze differentiaalvergelijking der 
tweede orde, heeft de eigenschap in het vraagstuk vermeld. 
Wanneer men (1) differentieert, dan heeft men 

Aan des» vergelijking kaa men voldoen door 



d 



(H-) 



i'+^Tl— ='^ (') 

en door ^-^l±É)L.p (|y + l±£!) =0 (4) 

Uit (3) wordt de algemeene integraal van (1) afgeleid; deze ver- 
gelijking is van de derde orde , en door eenmaal integreeren heeft men 

y+i±^=^ w 



dp dx 

of, beide leden met 2jp vermenigvuldigende, 



waaruit volgt , . « — ^ 
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2pdp _ %dff 

en andermaal integreeFcnde , 



i+p» — ^^Të ^^) 
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waaruit, voor het laatst integreerende , 

a?-G = l/(i2*-(y-jr)«), 
of (ar-G)* + (y-JÏ)*=i2* (8) 

O, H en R zyn de standvastigen door integreeren verkregen. 
Maar wijl de vergelijking (1) slechts van de tweede orde is, mag de 
algemeene integraal niet meer dan twee standvastigen hebben. Men 
moet dus beproeven of (8) aan (1) voldoet, en op die wijze eene 
der standvastigen in functie van de anderen trachten te verkrijgen. 
Differentieert men (8) eenmaal en verbindt men de uitkomst met (5), 
dan heeft men 

._ü±£lli' = e en y^l±^=H, 
9 9 

door welke uitdrukkingen (1) overgaat in 

\O.H = g^ (9) 

In deze vergelijking komt B niet voor, zoodat men G' in JT of 
E in O kan uitdrukken. In de veronderstelling, dat O en H recht- 
hoekige coördinaten zijn, is (9) de vergelijking eener gelijkzijdige 
hyperbool. Big haar heeft de inhoud van den reehthoekigen drie- 
hoek, door elk paar coördinaten gevormd, de standvastige waarde g^. 

Drukt men E in O uit, dan gaat (8) over in 

(*-ö^)H(y-^y=-B*; (10) 

en deze vergelijking met hare beide standvastigen G' en i2 is de 
algemeene integraal van (1). Zij is het beeld van een oneindig aan- 
tal cirkels met willekeurigen straal beschreven, welker middelpunten 
op den omtrek van (9) liggen. 

Nu moet men nog onderzoeken, of men uit dit oneindig aantal 
cirkels zulke reeksen kan afzonderen, dat elke uit vloeiend opvolgende 
ea elkander snijdende cirkels bestaat; de lijnen van doorsnede di^ 
cirkels moeten natuürl^'k aan het vraagstuk voldoen, en te gelijjk in 
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elk barer punten eene aanraking van de tweede orde met een der 
snijdende cirkels hebben. Deze krommen zijn alle begrepen in de 
enkelvoudig singuliere integraal, welke, zooals wij boven zagen, 
langs drie verschillende wegen kan worden gevonden. Eerstens door 
de algemeene integraal te differentieeren, in de veronderstelling dat 
Q en R functiën van x zijn; dit geeft 

<^y_ (g-g)g (x-G)G^-2ff*{Gy2ff^) dO O.R dR 
dt~ Gy-2^^'^ (öy-2^>)ö^ 'dx ^ Gy'-2^^'dx' 

(11) 
Nu moet, zooals wij vroeger gezien hebben, tusschen de differen- 

tiaalquotienten -z- en — eene betrekking bestaan, waardoor vol- 
daan wordt aan 
(x'^G)G'^2ff^Gy^2^^) dG G.R dR _ 

{Gy-2g^)G^ * dx "^ öy-2^» ' dx ~ ' * ^ ^ 

en hierdoor herleidt zich (11) tot 

dy _ (x-'G)G 

dx ~ Gy-2^* ^ ^ 

Differentieert men (18), met inachtname van (12) en in de veron- 
derstelling, dat G eti R functiën zijn van 0, dan heeft men 

d^y [Gy^2g^)G^{x'-G)G^p 

dx^— {Gy-2g^Y 

{x-^2G){Gy''2g^)''{x^G)Gy dG 

{Gy''2g^y ' dx ^ ^ 

dR 
Toevallig komt het quotient — in deze vergelijking niet voor; 

zal ook -=- wegvallen, dan moet men hebbeu 
dx 

{x-'2G)(Gy^2g*)^{x-G)Gy = 0, (15) 

waardoor (14) herleid wordt tot 

d'y_ (Gy-2g^)G--{x^G)G'p 

dx*~ {Gy2g*y ' ^ ^ 

dR 
Wijl hier de uitzondering voorkomt, dat in (14) het quotient v- 

ontbreekt, zoo kan men (12) buiten rekening laten, omdat (13) en 
(15) voldoende zijn om G te elimineeren en eene differentiaalverge- 
1^'king der eerste orde te bekomen. Integreert men de laatste, dan 
heeft men de gezochte enkelvoudig singuliere integraal. 
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Uit (JL3) volgt 



G,-2,.=-(iL^ (17) 

en daardoor gaat (15) over in 

-^^^^(— 2G+y?) = o (18) 

Aan deze vergelijking kan men voldoen door 

»-ö = 0, (19) 

en a?-2ö+y;? = 0, (20) 

Maakt men gebruik van (19), dan heeft men 

Gzizx, (21) 

waardoor (16) en (18) worden 

-*(ary-2^*) = 0; (22) 

en nu ^ z= O (23) 

maar deze vergelijkingen geven geene geschikte oplossing, en van 
daar kan men geen gebruik van (19) maken. 
Uit (20) daarentegen heeft men 

G = {(x^ifp), (24) 

en, wanneer men deze waarde in (9) overbrengt, komt er 

^= JZL (25) 

x-\ryp 

Voor (10) kan men schrqven 

(a,-(?)«+(?^^Z?^!L=i2«; (26) 

en dan voor Gy — ^g^ de uitdrukking schrijven, in (17) gevonden, 
waardoor men heeft 

-J^ (x-'GY = R\ (27) 

of voor O de waarde, in (24) gevonden, substitueerend^, 

^='^\/f+]^ (^^> 

Brengt men, eindelijk, de waarde van G uit (24) eerst in (13) 
en daarop in (15) over, dan vindt men telkens 

(x-\-ypY = %g*^p, (29) 

N. A. v. W. Dl. Vni. 3 
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zynde eene dijfferentiaalvergelijking van de eerste orde; waaneer men 
haar integreert, komt men op de gezochte enkelvoudig singuliere 
integraal. 
Men kan de vergelijking (29) ook den volgenden v^orm 

^=v m 

geven, en dan ziet men terstond in, dat, wanseer men in eenig fmnt 
der gezochte kromme eene normaal trekt, de driehoek, besloten 
tusBchen de normaal en de assen der coördinaten, een inhoud van 
4y* heeft; hij is derhalve vier malen grooter dan de rechthoe- 
kige driehoek, welks rechthoekzij den bepaald worden door de coördi- 
naten van het middelpunt des kromtecirkels. 

Wil men de lijn van doorsnede zelve bepajen, dan mqei; qoei^ 
(29) integreeren; ten dien einde geeft men haar den vorm 

x+yp = 2ffV2Vp, (31) 

en differentieert haar nog eenmaal, waardoor zij overgaat in 

dx+pdy + f/dp—ffl/2 -^; (32) 

vp 

vermenigvuldigt men nu de beide leden de«€(r vergelijking met 

P 

— , dan komt er 



va+p') 



uit welke door integreeren volgt 

yy(l+p^) = £+ffy2 j:^^^^^ydp (34) 

in welke JT de standvastige is; zondert men nu uit (31) en (34) 
X en y af, dan heeft men eindelijk 

• = - P(^ +"" i' ^'- PöTF) ƒ ?(ïfe ") ■ '"' 

In deze kan, gelijk (29) reeds leerde, p slechts positieve waarden 
hebben, en van daar is de wortelgrootheid Vjp immpr bestaanbaar. 

De vergelijkingen (36) en (36) stellen nu de enkelvoudig singu- 
liere integraal van (1) voor; en wanneer men aan £ alle vloeiend 
op elkander volgende waarden geeft, verkrijjgt men de geregeld op 
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elkander volgende lijnen van doorsnede, ün wijl ête wertJÊi^ootiieid 
VZ positief en negatief kan worden genomen , zoo bestaan er twee 
reeksen van Bnike lijnen. Bij de eene reeks zgn de beide coördina- 
ten van de middelpunten der kromteoirkels positief, bq* de andere 
negatief. Het product varn twee bij elkander behoorende oo«*dinaten 
is immer positief, en van daar moet de inhoud der gevormde recbt- 
hoekige driehoeken ook altijd positief zijn. 

De gevonden lijnen van doorsnede zijn de ontwindende van de 
door vergelgking (9) bepaalde gelijkzijdige hyperbool, en wtqI deze 
uit twee takken bestaat, moet zij ook twee reeksen van ontwinden- 
den hebben. 

/\/p 
-TTT-^T'-rrdp noff verder omvormen en 

herleiden tot elliptische integralen van de eerste en tweede soort; 
maar wijl het niet rechtstreeks met ons onderwerp in verband staat, 
gaan wij deze bewerkingen met stilzwijgen voorbij. 

Men kan de enkelvoudig singuliere integraal ook vinden uit de 
eerste integraalvergelijking der eerste orde, begeleid van hare stand- 
vastige, door integreeren verkregen. 

Om hiertoe te geraken differentieert men de algemeene integraal 
(8), waardoor men heeft 

(x^G)+piy-'S) = 0; . (37) 

en dan moet men voor G en E uitdrukkingen opzoeken, waardoor 
aan (8) en (37) voldaan wordt. Elimineert men (w—G) tusschen 
(8) en (37), dan heeft men 

^ = ^-?-(^y (^«) 

en brengt men deze waarde van jff in (37) over, dan voJgt er 

"-^i^) « 

In beide uitdrukkingen moet de wortelgrootheid doorgaande posi- 
tief of negatief in rekening gebracht worden , wijl men alleen op die 
wijze aan (37) voldoen kan. 

Zet men nu de waarden van G en H in vergelijking (9), dan 
gaat deze over in 

K^+iW))(^-i7(iTF))=^* (^"> 

De Tergelijking, waarin alleen de standrastige iZ voorkomt, is eene 

3* 
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eerste integraalyergelijking van (1); integreert men haar nogmaals, 
dan komt men op de algemeene integraal (10) met twee standvas- 
tigen. Wil men nu uit (40) de enkelvoudig singuliere integraal 
afleiden, dan differentieert men haar in de veronderstelling, dat R 
eene functie van x is; waardoor men bekomt 

^_ (^(Hy'))» ^Rp'\-{x^yp)V[l-\^p^) 14p' dR 
dx'^~ R "^ R{p-\)^{y\px)V{\^p^y R ' dx '^ ' 

Tal nu de factor van -r- wegvallen, dan moet de vergelijking 
wx 

2Jïy + (a;-y;,)V/(l+i>») = (42) 

mogelijk zjjn. Uit deze volgt 

i/(i+p»)~ 2j» ^*^> 

R 
En wanneer men nu ^ uit (40) elimineert, komt er 

even als in (29). 

Volgens eene andere of derde methode kan men de singuliere 
integraal rechtstreeks uit de differentiaalvergelijking der tweede orde 
afleiden. In dat geval gaat men, zoo als bekend is, uit van de 
vergelqking (4). Elimineert men q tusschen (1) en (4), dan ver- 
krijgt men voor de derde maal (29) of (a:+y/?)^i=8y*;?, en door 
deze te ingreeren de vergelijking der enkelvoudig singuliere integraal. 
Maar omdat (29) in dit geval ontstaan is door q te elimineeren 
tusschen (1) en (4), weet men niet of (29) aan de differentiaal- 
vergelijkingen (1) en (4) voldoet. Men moet derhalve de bekende 
proef nemen, dat is, drie der bestanddeelen a;, y y p en q uit (i) 
en (4) elimineeren, om te weten, of zij identiek worden of niet. Als 
men (36) en (36) differentieert en q afzondert, dan heeft men in 
beide gevallen 

(l+jP*)V^(ï+7) 



-KVp^'9V^i^V0^^p^)-Vp j^^^^^,^ dp) 



(44) 



Substitaeert men nu de waarden ran x, y en q, genomen uit 
(86), (86) en (44) in 

m ^ enjf+— ^, 
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dan worden deze uitdrukkingen 

waardoor (1) en (4) orergaan in 

KfViy,).'-^=i' («) 

'•SÈiTimi^.,,. ,„) 

Deze laatste vergelijkingen worden inderdaad identiek yoor elke 
waarde van de standvastige JT, en onafhankelijk van de functie, door 
p voorgesteld. 

Hiermede is het onderzoek nog niet afgeloopen. B\j de vorige 
methoden wist men terstond, dat de verbinding van (35) en (36) de 
enkelvoudig singuliere integraal voorstelde, omdat de standvastige 
Gy H en R geene bepaalde, van x onafhankelijke waarde verkregen, 
maar in functien van x overgingen. Maar bij den laatsten door ons 
ingeslagen weg weet men niet, of men te doen heeft met eene bij- 
zondere of wel met eene enkelvoudig singuliere integraal. Om hier 
tot zekerheid te geraken substitueert men de uitdrukking voor q 
uit (44) in (3), waardoor men heeft 

oi verder ontwikkelende 
-Uil. 

pq 



Brengt men, ten slotte, de waarde van q uit (44) in (48), dan 
herleidt zich deze vergelijking tot 

2p}^-KVpJ^gV2(y{\-\-p*)-Vpj-^^^^^dpy^ 

Maar de gevondene vergelijking is met zich zelve in tegen- 
spraak, en daarom is de verbinding van (35) en (36) geene en- 
kelvoudig bijzondere, maar eene enkelvoudig singuliere integraal 
van (1). 

Opmerkzaamheid verdient nog, dat aan de vergelijkingen (45) en 
(46) voldaan wordt, terwijl de waarde der standvastige K algemeen 
blijft. Had men echter aan K eene bepaalde waarde moeten toeken- 
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nen, opdat aan die vergelijkingen voldaan w«r<jLe, dan was de ver- 
binding van (35) en (36) eene bijzondere enkelvoudig singuliere in- 
tegraal van (1); en de afwezigheid van de standvastige E geeft niet 
te kennen, dat men te doen heeft met eene dubbel bijzondere of 
flöoh ook met eene dubbel singulieie integraal. 

2. Men vraagt eene kromme lijn te bepalen, welke de eigenschap 
beeft, dat, wanneer men uit het middelpunt vau eenigen kromtecirkel 
twee lijnen naar de vaste punten (a, h) en («, (3) trekt, de som der 
kwadraften dezer lijn gelijk aan A* zij? 

Laat «' en y' de coördinaten voorstellen van het middelpunt des 
kromtecirkels, dan is de afstand van dit punt tot het vaste punt 
{a,b) gelijk aan 

!/((«- «)* + (y-W; 
op gel^ke wgze vindt men voor den afstand van («, (3) tot {x\ y') 

l/{(V-«)* + (!/-l3)^}; 
zoodat de voorwaarde van het vraagstuk aanleiding geeft tot de ver- 
gelijking 

(aj'-«)M-(y'-*r+(^'-«)H{y'-(3)^ = A', (1) 

of, wanneer men de as der X door de punten (a, b) en (a, 0) laat 
gaan 

(a?'-«)H(«'-«)H2y'*=A* (3) 

Maar nu is 

a;' = ic— ^ — Ll_i£ en y' = y+ ^ > 
waardoor (3) overgaat in 

(3) 
en elke kromme lijn, welke voldoet aan deze differentiaalvergelijkiftg 
der tweede orde, heeft de eigenschap in het vraagstuk voorge- 
schreven. 

Wanneer men deze vergelijking differentieert, dan heeft men 

aan welke vergelijking voldaan wordt door 
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en door 

Uit (6) laat zidi, eyea als in het vorig rraagstuk, afleiden 

(a!-G)> + {y-fi^)» = «» (7) 

Maar omdat (3) Tan de tweede orde is, kan de algemeene inte- 
graal niet meer dan twee standvastigen hebben. Men zoekt derhalve, 
of aan (3) door (7) voldaan kan worden, en komt tot de vergelq- 
kingen 

\_2±ÉlP^0 en ,+ i±£l=iï. 
9 9 

waardoor (8) overgaat in 

{ö-i(, + «)}' + ir»==Hlzl«_f)! (8) 

In deze vergelijking komt R niet voor, zoodat men Ö in JT of 
R in G kan uitdrukken. In de veronderstelling, dat (r en JZ recht- 
hoekige coördinaten zijn, wordt door (8) een cirkel aangegeven, welks 
straal gelijk ^^/{^^^ — (a— «)'} is, en welks middelpunt in de as 
der ^ ligt, juist in het midden der beide vaste punten. Verbindt 
men nu deze vaste punten met eenig punt in den omtrek van den 
vasten cirkel gelegen, en noemt men de verbindingsl^'nen v ea t9, 
dan is 

v = V{{G'-aY\U^], (9) 

en w = V{{G-ctY^m] (10) 

Men heeft derhalve 

«a + lP« = ((y-a)* + (G-a)* + 2-S'^ (11) 

of H uit (8) hierin overbrengende 

r« + »'=A* (12) 

Drukt men JZ in G^ uit, dan gaat (7) over in 
(a:~G^)H{y-iV[2A*-(«-fl)»-(2ö-(«-«))*]}»=:i2^ (13) 

En deze vergel^king, in welke de standvastigen G en. R voorko- 
men, is de algemeene integraal van (3). Zij is het beeld van een 
oneindig aantal cirkels, welker stralen geheel willekeurig zijn, en 
welker middelpunten in den omtrek van (8) liggen. 

Het tweede onderzoek betreft de enkelvoudig singuliere integraal 
van (13). Wij weiden, ter vermijding van herhalingen, hier niet 
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meer uit orer de beteekenis van zulk eene singuliere integraal; in 
de Torige opgave en het voorafgaand theoretisch gedeelte zijn die 
denkbeelden uiteengezet. 

Om de enkelvoudig singuliere integraal van (13) te vinden, moet 
men deze vergelijking differentieeren in de veronderstelling, dat Q en 
R functiën zqn van j:, vervolgens de som der factoren aangedaan 

dG dR 

met — en — gelijk nul stellen; men verkrijgt op die wyze eene 

dy 
waarde voor ■— en eene voorwaardensvergelijking. Differentieert men 
dx 

d ff 
de waarde van -p andermaal, onder inachtneming der voorwaardens- 

dG 
vergelijking, en stelt men den factor met ^— vermenigvuldigd gelijk 

nul, dan erlangt men de twee noodige vergely kingen 

d£ 2{x-G) 



dx^ 2y~l/ {2A»-(a-'a)>-(2G-(«+'^))^' 



(14) 



en 1 {2G-^^)p 

l/{2A>-(«-a)»-(2G-(« + a))>} ^ ^ 

Deze vergelykingen (14) en (16) zijn voldoende, om G te elimi- 
neeren en eene differentiaalvergelqking der eerste orde te vinden, 
welke geintegreerd de gezochte enkelvoudig singuliere integraal ople- 
veren zal. 

Elimineert men tusschen (14) en (16) de grootheid onder het 
wortelteeken voorkomend, dan wordt 

(?=[(« + «)+ j^,(y^ + a;-i(« + «)) (16) 

En zondert men uit (8) H af, dan verkrijgt men met inachtname 
van (14) of (15) en de waarde van G uit (16) 

^=ï:^i(^^ + ^-n* + ^)) (17) 

Uit (13) en (16) vindt men voor de waarde van R 

Brengt men de waarden voor G en H gevonden over in (8), dan 
komt er, ten slotte 

y^ + aj-|(«4a) = |^/|2A»-(«-a)*}i/(l+p*), . (19) 
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zynde eene differentiaalvergeKjking der eerste orde, welke na inte- 
gratie de enkelvoudig singuliere integraal voortbrengt. 

Volgens de tweede methode kan men (7) differentieeren, en heeft dan 
{X''O)-\'j,{y-H) = (20) 

Elimineert men nu re - G^ tusschen (7) en (20), dan bekomt men 

^=^-k47.V ^''^ 

en deze waarde van H overbrengen in (20), vindt men 

«-+i7(^) («^) 

In deze uitdrukkingen van G en H moet de grootheid onder het 
wortelteeken of positief of negatief worden genomen, want alleen op 
die wijze kan aan (20) voldaan worden. Brengt men nu in (8) de 
waarden van G en H over, dan wordt deze 
r ,, , X , Ep \\ t B l* 2A»-(«-«)* 

{^-H-+-) + j7a+^)| +^~i7(i+7^} = — 1 — • 

Deze differentiaalvergelijking van de eerste orde , welke eene stand- 
vastige, 5, voert, geeft door andermaal integreeren de algemeene 
integraal (13) met beide standvastigen terug. 

Om uit (23) de enkelvoudig singuliere integraal af te leiden, 
moet men haar differentieeren in de veronderstelling, dat R functie 

is van x\ vervolgens den factor, met -j- vermenigvuldigd, gelijk 

dx 

nul stellen, waardoor men (19) zal terug vinden. 

Volgens de derde methode kan men de enkelvoudig singuliere 
integraal rechtstreeks uit de gegevene differentiaalvergelijking der 
tweede orde afleiden, wanneer men q uit (3) en (6) elimineert. Na 
eenige ontwikkeling vindt men (19) terug. 

2. Men vraagt naar de vergelijking eener vlakke kromme lijn, by 
welke de kromtecirkels zoo gelegen zijn, dat de rechthoek, gevormd 
door de coördinaten van het middelpunt des kromtecirkels, gelijk zij 
aan het kwadraat van den straal diens cirkels. 

Dit vraagstuk geeft aanleiding tot de volgende vergelyking 

(,_(üp)(,+ l±£!) = <lip' a) 

welker differentiaal ontbonden kan worden in de factoren 



^m 
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» (..ii±p)_,(,+'_±£:)-,üj^)'=„..,3, 

Uit (2) vindt men, als vroeger 

(x-Ay-\-[y--BY=R^ (4) 

Het onderzoek of (4) aan (1) voldoet, leidt tot 

A,B = R\ (5) 

waardoor (4) overgaat in 

{x-Ay+{f^-By=A,B; (6) 

welke vergelijking met hare beide stand vastigen de algemeene inte- 
graal van (1) is. Zij is het beeld van een oneindig aantal reeksen 
van vloeiend naast elkander liggende cirkels, bij elk van welke het 
middelpunt, omdat de coördinaten -^ en jB van elkander onafhankelijk 
zijn, eene willekeurige plaats kan innemen, terwijl de straal de mid- 
denevenredige is tusschen de coördinaten van het middelpunt. 

Nu moet men nog onderzoeken, of men uit dit oneindig aantal 
cirkels reeksen kan daarstellen, w^lke elk op zich zelve bestaan uit 
vloeiend opvolgende en elkander snijdende cirkels, zoodat ook de 
lijn van doorsnede voldoet aan de voorwaarden van het vraagstuk, 
en tevens in elk harer punten met een der snijdende cirkels eene 
aanraking van de tweede orde heeft. M!et andere woorden, men 
moet trachten de enkelvoudig singuliere integraal van (6) te vinden. 

Differentieert men (6) in de veronderstelling, dat A en B functiën 
zijn van tv, dan heeft men de volgende vergelijkingen 

"^'V^B (^> 

(2(^-^) + 5)'^ + (2(y-5) + ^) — =0 (8) 

dA dB 

(,,5).__(,^^)_«o w 

Uit deze en uit (5) en (6) bepaalt men de waarden van ^, J? en 
jB, en wwifteer men deze in (6) overbrengt, komt er 

= {^x{\^p^)^p{x^-yp)}{%y[\-\^p^)^{x-\-yp)\ . . (10) 

Integreert men deze differentiaalvergelijking van de eerste orde, 
dan heeft men de enkelvoudig singuliere integraal. 

Men kan ook (6) differentieeren, en dan voor ^ en jB waarden 
zoeken, welke aan deze differentiaalvergelijking en aan (4) voldoen. 



43 

In het vorig yrsagstuk hebben wij deze methode uiteeogezet; de 
lezer zal rinden , dat hij langs dezen weg weder tot (10) teruggeToerd 
wordt. 

Volgens de derde methode wordt (9) tussohen (1) en (3) geëlimi- 
neerd, waardoor men andermaal, maar nu rechtstreeks, op (10) terug- 
komt. Men mag echter in dit geval de proef niet nalaten , waardoor 
men herkent, dat men met eene enkelvoudig singuliere, niet meteene 
bijzondere integraal te doen heeft. Ook omtrent deze handelw^ze 
zijn vroeger voorschriften gegeven. 

Wil men (10) integreeren, dat komt men tot elliptische functiën; 
dat integreeren behoort minder tot ons onderwerp, en wy gaan het 
derhalve met stilzwijgen voorbij. 

3. Men vraagt naar eene soort of klasse van vlakke kromme 
l^nen, bij welke de lengte van den kromtestraal en de ligging van 
het middelpunt des kromtecirkels eene bepaalde verhouding tot elkan- 
der hebben? 

In dit geval kan men veronderstellen, dat de kromtestraal eene 
a^ezonderde functie is, en dan heeft men de vergelijking 

9 
Wanneer men ter bekorting 



=,{(..a±p),(,,>±£.-))...,, 



X— - — ï-«-iL = „ en y + ^ = w 
9 9 



stelt, dan gaat deze vergelijjking over in 



<J>(»f.«) (2) 

9 



Differentieert men haar, dan heeft men 

(8) 






of P+ ^ /^ ^=0 (4) 

Uit (4) vindt men, zooals bij de vorige vraagstukken reeds ge- 
bleken is, 

(x-A)^ + (if^By = R' (6) 
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Zoekt men nu, op welke Yoorwaarde (6) aan (1) voldoet, dan 

vindt men 

R = (P(A,B) , . (7) 

waardoor (6) overgaat in 

{x-AY 4^(y^By = {(P{A, B)y (8) 

En deze vergelijking, in welke de standvastigen A tn B voorko- 
men, is de algemeene integraal van (1). Wij behoeven haar niet 
meer in woorden uit te drukken, en evenmin uit te weiden over de 
beteekenis van de enkelvoudig singuliere integraal uit (8) af te 
leiden. 

Om deze laatste te bepalen, heeft men de vergelijkingen 

dy X "A 



dx y-B' 



(9) 



en (x'-A)H{y-8y^^(x-A)^ + {y-B)^^<P(A,B) = (10) 

met (8) te verbinden , om zoo doende ^ en jB te elimineeren. Hier- 
door komt men tot eene differentiaalvergelijking der eerste orde, 
welke geintegreerd de gezochte enkelvoudig singuliere integraal ople- 
vert. Ook uit (5) kan men deze laatste ontwikkelen, zooals dit in 
vorige vraagstukken reeds is aangetoond; maar zal men van (5) ge- 
bruik kunnen maken, dan moet de grootheid onder voorkomende 
eene meer bepaalde gedaante aannemen. 

Men kan ook van de veronderstelling uitgaan, dat de kromtestraal 
niet als afgezonderde, maar als ingewikkelde, functie gegeven is. 
Dan komt men tot de vergelijking 

of de verkortingen 

,_(l±Z!k=,. ,+ !+£!==„ en ii±^' = P 
9 9 9 

invoerende, tot 

Cf)(>,,«, /3) = 0, (12) 

welker differentiaal gel\jk is aan 

waaruit p+ -^-r — - = 0, (14) 

ax 
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-'l7 + l!+S?^C+'-) = »-- ■■■(») 

Uit (14), welke van de derde orde is, volgt als vroeger 

{a?-^)H(y-^)* = J2* (16) 

Brengt men nu in (11) voor y , p en q hare waarden uit (16) 
genomen, over, dan valt ook x weg, zoodat men heeft 

<J)(^,i?,i2) = 0; (17) 

en de algemeene integraal door de verbinding van (16) en (17) 
wordt aangegeven. 

Brengt men de waarde van B uit (16) in (17) over, dan herleidt 
zich deze tot 

0{j,B,{iX''Ay+(y^JBy)}=O; (18) 

welke, zooals het behoort, slechts twee standvastigen heeft, en de 
algemeene integraal van (11) is. 

Men ziet uit (18) dat, hoe zij samengesteld moge zijn, altijd de 
som (a7 — -<^)' + (y---ö)* -afgezonderd kan worden, zoodat de kronmie 
lijnen door (18) voorgesteld, als bij de eerste oplossing, oneindig 
vele reeksen van op elkander volgende cirkels vormen. Bij hen kan, 
juist wigl de coördinaten van het middelpunt, ^ en ^, van elkan- 
der onafhankelijk zijn, het middelpunt eene volkomen willekeurige 
ligging hebben; ook zijn de stralen fiinctiên van de beide coördina- 
ten der middelpunten. Men kan uit dit oneindig aantal cirkels 
reeksen daarstellen, van welke elke afzonderl^'k bestaat uit vloeiend 
opvolgende en elkander snijdende cirkels, zoodat de lijnen van door- 
snede voldoen aan de gegevens van het vraagstuk, en te gel^'ker tijd 
in elk harer punten met eenige der snijdende cirkels eene aanraking 
van de tweede orde hebben. Natuurlijk kan men van (16) alleen 
dan gebruik maken, als de juiste samenstelling der grootheden, on- 
der het teeken (p voorkomend, bekend is. 

Bijj de beschouwing van ontwindende van kromme lijnen , ontmoet 
men menigmaal singuliere integralen. Wij zullen dit in het alge- 
meen door een voorbeeld ophelderen. 

4. Wanneer o; en y de coördinaten zign van eene gegevene kromme 
mn, en, wanneer men de coördinaten van de middelpunten der 
kromtecirkels door a/ en y' aanw^'st, dan is 

^^,.(l±£)p (1) 

1 



en y' = y + ^ (2) 

Zoekt men nu roor x en y, jp en q hare waarden uit de vergelij- 
king der gegeven lijn en van hare differentiaalvergelijkingen der eer- 
ste en tweede orde, om die in (1) en (2) over te brengen, dan 
heeft men eene nieuwe vergelijking 

F(x\/) = 0, (3) 

door welke de kromme bepaald wordt, in welker omtrek de middel- 
punten der kromtecirkdB van de gegeven kromme lijn li^^^en. Men 
noemt haar de ontwondene, terwijl de oorspronkel^ke kromin^ lijn 
den Dflam van ontwindende draagt. 

Omgekeerd kan men, wanneer de vergelijking der ontwoodscne (8) 
gageven is, die der ontwindende vinden; daartoe elimineert men de 
coördinaten x' en .y' tusschen (1), (2) en (3); men vindt dan de 
volgende differentiaalvergelijking der tweede orde 

en onder de verschillende kromme lijnen, in deze vergelijking begre- 
pen, bevinden zich alle ontwindenden , welke bij (3) behooren. 

Om de vergeljlking (4) .gemakkelijk te kunnen b^ndeleu, neemt 
men zijjn toevlucht tot bekortiugêD en zet 

x—- — -^—^^=i>} en y+ =«, 

waardoor zij overgaat in 

JP(>J,«) = (5) 

Differentieert men (5), dan vindt men eene differentiaalvergelijking, 
bij welke een factor van de derde orde kan worden afgezonderd; dat 
is, men heeft 

,2> 



F 



(-'l!+l!)('+'-^)=» 



(6) 



d 



m 



"■* '+- •^='' ■ • (" 

leidt men door integreert af 

(a?-ö)H(y-^r=-BS (8) 

welke vergelijking drie stand vastigen G, E en R heeft. Maar (4) 
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is sfeohts van de twMde orde; lime ftlg^emee»» integrsfil iQi^ m^ 
meer dan in^ee stondTastigen opiMiBeii. Van daar modt men «oeken, 
onder welke voorwaarden (8) aan (4) Toldoet. Nu volgt uit (S) 

il 9 

waardoor (4) overgaat in 

F{Q, iff) SB? O , /. (9) 

In deze laatste vergelijking komt B niet voor, en men kan Q door 
H oï H ia G uitdrakken. Vergelijkt men echter (3) en (9), dan 
ziet men dat tusschen G en ff dezelfde betrekking plaats heeft, als 
tusschen a/ en y' ; men kan dus in plaats van de standvastigen G en 
-ff de coördinaten x' en y' ^tten en daardoor gaat (8) ovet in 

(x-xy +(y-yT=i2* (10) 

Omdat na door (3) af in y' of y' in af kan worden uitgedrukt, 
bevat (10) eigenlijk twee standvastigen door integreeren ontstaan; dat 
wil zeggen, de algemeene integraal van (4) wordt bepaald door 
(8) en (10). 

De verbinding van (3) en (10) stelt een oneindig aantal van cir- 
kels voor, welker stralen geheel willekeurig zyn, en welker middel- 
punten liggen op de ontwondene F{x\ y')=iO. Maar die cirkels 
zijn de ontwindende zelve nog niet; alleen de ontwindende van een 
punt is een cirkel. Men heeift derhalve nog te onderzoeken, of men 
uit het oneindig aantal cirkels, in (3) en (10) begrepen, zulke 
reeksen kan vormen, van welke elk uit vloeiend opvolgende en 
elkander aardende cirkels bestaat, onder voorwaarde dat de lijnen 
van doorsnede aan (4) voldoen, en tevens in elk harer punten met 
eenige der snijdende cirkels eene aanraking van de tweede ofde aan** 
gaat. Die lijnen van doorsnede worden voorgesteld door de enkel- 
voudig singuliere integraal; en wil men deze uit de algemeene inte- 
graal afleiden, dan moet men in aanmerking nemen, dat de stand- 
vastigen bij alle elkander snijdende cirkels onafhankelijk van x z\jn. 

Differentieert men (10) in die veronderstelling, dan heefli men 

^=-^ (11) 

dx y-^y 
en T-? = 7 + , rr, *P (12) 

dx* y-y {y-yV 

B^' de 1^'nen van doorsnede daarentegen zijjn de standvastigen 
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funcüën van x; differentieert men (10) in deze laatste veronderstel- 
ling, en behandelt men y' als eene door (3) bepaalde functie van 
x'y dan heeft men 

dy x-ai . (^-*') + (J'-2'')rf|^ da^ ^ B dB ,,,, 

Tx =-lP? + iP? • rf^ + F? • rfi • (^^) 

Zullen nu (11) en (13) dezelfde waarde voor ~ opleveren, dan 
moet men hebben 

i(w,+„-rtgfê+*^=« (", 

Differentieert men (11) met inachtname van (14) en onder bepaling, 
dat x' en yf functiën van x zijn, dan heeft men, lettende op (3), 

dy _ _ 1 ^ x-x dx^ dx_ 

dx^ — yy' ' (y-yO* (y-/)* ' dx '^ ^ 

d^ y 
En, opdat de waarden van -7-^ uit (12) en (15) afgeleid, gelijk 

dx 

zijn, moet men hebben 

(y«y')_(<C_a,')g=0 (16) 

Verbindt men nu de vergelijkingen (3) en 
^F ^ F dv' 

d\l 
met (11) en (16), en elimineert men x\ y* en —jy dan bekomt men 

eene differentiaalvergelijking der eerste orde 

4/(a?, y, p) — ^, (18) 

welke na integreeren oplevert 

<p(x, y, K)z=zO, . (19) 

met K als standvastige. 

Aan de standvastige K der enkelvoudig singuliere integraal (19) 
kan men alle vloeiend op elkander volgende waarden geven, en men 
verkrijgt alzoo alle ontwindende krommen der ontwondene (3). 

De vergelijking (11), welke men den vorm 

(«^-tp') + (y-y').2 = ^ W 
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kan geven, bepaalt de normaal der ontwindende, welke door het 
punt (x, y) der ontwindende en door het punt {x\ y') der ontwon- 
dene gaat. De raaklijn der ontwondene, welke door de punten 
(ar, y) en {x\ y') gaat, leert men uit (16) kennen. De normaal 
der ontwindende en de raaUijn der ontwondene gaan derhalve bei- 
den door de punten (x, y) en (x\ y'), en vallen langs elkander, 
zooals uit de theorie dezer lijnen bekend is. 

Wanneer men {y-y') tusschen (10) en (16) elimineert, heeft men 

^ = ^'+i7(5^W) ^''^ 

Brengt men deze waarde van x in (16) terug, dan heeft men 
verder 

'•'='-^+7(^Wr) (22) 

In beide vergelijkingen moet de waarde onder het wortelteeken of 
positief of negatief worden genomen, daar zonder deze voorwaarde 
niet te gelijkertijd aan (10) en (16) voldaan kan worden. 

Brengt men de waarden voor x en y gevonden in- (14) over, dan 
wordt zij 

R{V(div''+dy'^) + dR} = (23) 

waaruit dR = -V(dx^^ + dy'^), (24) 

of, na integreeren 

R = K'-fV(da^*+dy'^) (25) 

Door deze waarde van R gaan (21) en (22) over in 

*" '■''^y'-W^TW^) {^-/»'('^^'*+rfy")} . . • • (27) 

Elimineert men nu x\ t/ en dy^ tusschen (3), (17), (20) en (27), 
dan valt dx^ mede weg, en men komt terug op vergelijking (19), of 
$(a;, y, JT) = O, door welke de ontwindende kromme lynen bepaald 
worden. 

Wanneer men, eindelijk, de zes vergelijkingen (3), (17), (19), (25), 
(26) en (27) behoorlijk met elkander verbindt, kan men de drie 
standvastigen , door integreeren verkregen, in fiinctiënvan x uitdruk- 
ken; waardoor bewezen wordt, dat 0(Xt y, K)z=zO eene enkelvou- 
dig singuliere integraal is. 

N. A. V, W. Dl. Vm. 4 
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Er zijn, zooals wij vroeger aantoonden, andere wegen om tot de 
singuliere iptegraal te komen. Brengt men de waarde van (y' — y) 
uit (10) in (20) over, dan heeft men 

-' = -+T7öT^ (^«) 

Uit beide yergelykingen Tolgt ook nog 

B 



terwijl men acht geve , dat de wortelgrootheid in beide vergelijkingen 
of positief of negatief genomen worde. Door het overbrengen dezer 
waarden van x' en y' in (3) vindt men 

^{('+nS7r,)'("-Föf^,))=»---W 

Wanneer men deze vergelijking, welke slechts eene standvastige, 
72, bevat, andermaal integreert, dan vindt men de algemeene inte- 
graal met twee stand vastigen. Om haar verder te behandelen, kan 
men gebruik maken van de volgende bekortingen 

zoodat zij wordt F(y, ^) = O (31) 

Het bestanddeel R is bij alle snijdende cirkels onafhankelijk van 
o;, en, wanneer men dit in aanmerking neemt bij het differentieeren 
van (31), dan heeft men 

rfj' - B (^^> 

DaArent^en moet B bg de lijnen van doorsnede eene functie 
van X zyn; differentieert men (31) met het oog hierop, dan komt er 

dx^— R + dJ , -bF •-B~-'di" ■^'^'^^ 

Stelt men de uitdrukkingen voor 3— ^ in beide vergelijkingen ge- 
vonden, aan elkander gelijk, dan heeft men 
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of, R uit (34) a^Konderende , 

R = ^'{x,y,p), (85) 

en in (30) overbrengende 

F{{x-\-p.^'{x, y, p)). (y-^'(AJ, y, /^))} = 0. . . (36) 

Deze diflPerentiaalvergelijking der eerste orde is, zooals uit de theo- 
rie der singuliere integralen kan blijken, volkomen dezelfde als 
die, welke wij in de vorige oplossing gevonden hebben, namelijk 
^{^i y> /') = 0; waaruit men, door integreeren, terug komt op 
(19) of 0(a;, y, üT) =: 0. Elimineert men, ten slotte, door middel 
van (19) en (36) y en ;? uit (35), dan bekomt men voor R eene 
uitdrukking, welke functie is van x of niét. In het eerste geval is 
(19) eene enkelvoudig singuliere integraal, in het andere eene enkel- 
voudig bijzondere integraal. 

Men kan, eindelijk, een derden weg inslaan, om het vraagstuk 
tot oplossing te brengen; men kan uitgaan van den anderen factor 
in (6), dat is, men kan 

,-1^+^=0 (37) 

stellen, en vervolgens eene functie opzoeken, welke te gelijkertijd 
tijd aan (4) en (37) voldoet. Vergelijkt men eohter (34) en (87), 
dan ziet men dat uit (37) volgt 

i±^ = -4.'(a:, y,p), (38) 

even als men uit (34) besluiten mocht tot iZ z= \J/' (a? , y , p). Brengt 
men die uitdrukking in (4) over, dan komt men op (36) terug, waaruit 
men, door integreeren, (19) weder kan afleiden. Maar bij deze 
methode moet men nog een bijzonder onderzoek instellen; wijl toch 
hier (36) gevonden is door q tusschen (4) en (37) te elimineeren, 
weet men niet, of door de integraal van (36) te gelyker tijd voldaan 
wordt aan (4) en (37). Men moet dus van de vier bestanddeelen 
X, y, p en q drie tusschen (4) en (37) elimineeren, en zien, of de 
komende vergelijking identiek wordt. Vervolgens moet men zich 
overtuigen, dat de integraal (p{x, p, jE')=z:0, volgens de derde me- 
thode verkregen, eene enkelvoudig singuliere integraal is; zij kan 
toch eene enkelvoudig bijzondere zqn. 

5. Men vraagt naar de ontwindende van de Semicubische of 
Neil'sche parabool, voorgesteld door 

y"z:zhx'^ (1) 

4* 
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Volgt men in de berekening den weg, in het vorig vraagstuk 
afgebaand, dan komt men tot de vergelijking 

^Uyp'\-x)-^kp^ = 0, (2) 

waaruit door differentieeren en integreeren 

'"^m-vTTf^)}" ('> 

y-2T^ U? 7(ï+^r ^' 

welke beide laatste vergelijkingen de enkelvoudig singuliere integraal 
voorstellen; de verschillende ontwindenden worden gevonden door 
aan de standvastige ^ telkens andere waarden te geven. En wijl 
X en y functiën zijn van p, kan men de ontwindende door hare 
raaklijn construeeren. 

6. Gevraagd de ontwindende van de gewone parabool 

y'i=2hx' (1) 

Men zal voor de differentiaalvergelijking vinden 

hp^+^yp+2x=0, (2) 

waaruit door differentieeren en integreeren voor de singuliere inte- 
. graal worden gevonden 

y=-|*p+P^jL_. {^+iA^(/,+|/(l+,,»))} (4) 

7. Nogmaals gevraagd naar de ontwindende der ellips 

^+^=1 • (1) 

Antwoord a; + i/jt? = |/ (a* +^*Jp*) (2) 

Om (2) te kunnen integreeren, begint men haar te differentieeren, 
en daarna met den integreerenden factor piV{l+p^) te vermenig- 
vuldigen. Men zal vinden 

{l+P^)dy + ypdp _ b^p^dp 

V{\^P^) —V[l-^p^)V{a^'\-h^p^) ^' 

Laat nu a de halve groote en b de halve kleine as zijn, en stel- 
len wij /? = Tangdi^ dan gaat de vorige vergelijking over in 

yBinadu-VCoaady b'^{SinwYd(a . . 
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of ter verkorting (o*-d*):ai*=ic* nemende, in 

ySinwd(a-\-Cosadtj __ ó* {SinuYdu 

(CÖslif ~ "" ~ T * (<7o««)'l/(l-c»(^»«)»)' • • ^ ' 

Integreert men deze laatste vergelijking, dan heeft men 

^^ = ±{ C+ ^-j-^,y^ { Tang«V{\ - c' (5i»«)»)-^(c. «)} }. (6) 

Stelt men nu in (2) Tang ia voor p en voor y hare waarde uit (6) 
genomen, en vervangt men c* weder door (a*-i'):a*, dan gaan 
(2) en (6) over in 

ic = ±((7ö««. \/«*Cb««»+d*>SÏ»«'-{C-aJE?(c,«)}.iSï»«) . . (7) 

!/ = ± (/Siww. V»* ^««* + ** >SÏ»«» + I C-aE^Cy «)} .Cfe««) . .(8) 

De gezochte singuliere integraal is begrepen in deze beide verge- 
lijkingen, en kan door middel van hare amplitude geconstrueerd 
worden. 

8. Voor wij van^ dit onderwerp afstappen, willen wij in enkele 
regelen het omgekeerde van de hier behandelde vraagstukken aan- 
stippen. Wanneer toch gegeven is eene algemeene enkelvoudig sin- 
guliere integraal 

*(a?,y,i:) = 0, , . . (1) 

in welke natuurlijk de standvastige K onafhankel^k is van o; en |^, 
dan kan men oneindig vele totale differentiaalvergelijkingen der tweede 
orde vormen, welke allen aan (1) voldoen. Dit is eene soort van 
diophantisch vraagstuk. Een dergelijk is het zoeken van eene der 
oneindig vele totale differentiaalvergelijkingen van de tweede orde, 
aan welke de dubbel singuliere integraal 

<p'{x,y) = ü ; (2) 

voldoet. Van beiden willen wij een voorbeeld bijbrengen. 

Laat dan eerst gevraagd worden naar eene totale differentiaalverge- 
lijking van de tweede orde, aan welke (1) als algemeene enkelvoudig 
singuliere integraal toekomt. Men neme eene willekeurige vergelijking 

(()(rc,2/,^,5, C) = 0, (3) 

en differentieere die twee malen in de veronderstelling dat ^, ^ en 
C onafhankelijk van x zijn; dan verkrijgt men 

<(),(^»y.^^.^.^) = 0, (4) 

en (p^,{x,y,p,q,A,B,C) = ^. . (5) 

Zondert men nu uit (3), (4) en (5), J, B, C af, dan heeft men 
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A = li'{x,y,p,q) (6) 

/i=li"(x,y,p,g), (7) 

C=B"'(x,y,p,q); • • • (8) 

yervolgens differentieere men (1) en verkrijgt dan, in de yeronder- 

stelling van 

. i^r'^)-' <') 

%=-(Ë'^ W 

Elimineert men nu K tusschen (1) en (10), dan zal de uitkomst 
z\jn eene differentiaalvergelijking van de eerste orde 

Tr{x,y,p)=:0, (11) 

waaruit men, door /? af te zonderen, verkrijgt 

p = S{^,y) (12) 

üit (12) Tolgt, door andermaal differentieeren 

'=rx + ï;j-''' (''^ 

of, wanneer men p uit (12) substitueert, 

«=rf+'4-^<"»> <'*' 

Brengt men nu de uitdrukkingen Toor p en q gevonden over in 
(6), (7) en (8), dan heeft men 

J=B' [x, y, 8{x, y), (^ + || • S{x, y))], . . . (15) 
B = B" [x. V. S{x, y), (^ + II . S{x, j/)j }, . . . (16) 

C=B"'[x, y, 8{x, y), (^ + ^.^(x, j/))} . . . (17) 

Wanneer men nu tusschen de laatste vergelijkingen re en y elimi- 
neert, dan blijft er over 

X{A, B, C) = 0, (18) 

ennn deze moet men voor A, B en C de waarden uit (6), (7) en 
(8) genomen overbrengen, waardoor men ten slotte erlangt 

X{^{^» y> Vy ?). ^"(a^, V. P. 9). ^"(^, y> P. 9)} =0; (19) 
zijnde eene differentiaalvergelijking der tweede orde, van welke (1) 
eene algemeene enkelvoudig singuliere integraal is, terwijl de alge- 
meene integraal wordt voorgesteld door de verbinding van (3) en (18j. 
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Wil men, in de tweede . plaats , eene der oneindig veie difieren* 
tiaalvergelijkingen der tweede orde bepalen, welke 

0'(^, l/) = (20) 

als dubbel singuliere integraal heeft, dan ga men op de volgende 
wijze te werk. 

Men bepale, volgens de vroeger beschrevene methode, zoo vele 
differentiaalvergelijkingen der eerste orde 

B,(x,y,p) = i); B.{x,y,p) — 0; . . . B„{x, y, p) = 0,{2l) 
als men goed vindt, onder voorwaarde echter, dat zij allen (20) als 
singuliere integraal hebben. Daarop integreere men al deze differen- 
tiaalvergelijkingen, zoodat men krijgt 

Qi{x,y,K) = 0; Q,{x,y,K) = 0;..,. «.(x, j/, jr) = 0; (22) 
zoekt men nu, naar de methode in het eerste geval besf^evea^ een 
willekeurig aantal differentiaalvergelijkingen der tweede orde, voor 
welke allen (p^ix, y, K)=.0 eene algemeene enkelvoudig singu- 
liere integraal is,* dan is (20) eene dubbel singuliere integraal voor 
alle zoo gevondene differentiaalvergelijkingen der tweede orde, 

9. Tot voorbeeld zullen wij differentiaalvergelijkingen der tweede 
orde zoeken, voor welke de functie 

y = K,e'^ (1) 

eene enkelvoudig singuliere integraal is. 
Wij gaan uit van de vergelijking 

y = \Jx^ + Bx+C (2) 

in welke A, B en C drie willekeurige standvastige verbeelden. 
Differentieert men deze vergelijking twee malen, dan verkrijgt men 
J=.q; B^np-qX', C=^y -px + \qx^ (8) 

maar differentieert men (1) twee malen, en elimineert men x, dan 
heeft men 

p = y:a, g = y:a'; (4) 

waardoor de uitdrukkingen voor A, B en C in (3) gevonden over- 
gaan in 

Elimineert men nn x en y tusschen deze laatsten, dan vindt men 

2A.Cz=zA^a^+B\ (6) 

waardoor (2) overgaat in 

y='^Jx^ + Bx+lJa^ + ^; (7) 
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en men heeft, ten slotte, de yolgende differentiaalvergelijking der 

tweede orde 

p^''2yg + a^g^=.0, (8) 

by welke (7) met twee standvastige als algemeene integraal behoort, 
en van welke (1) de algemeene enkelvoudig singuliere integraal is. 

10. Maar gaat men uit van de vergelijking 

{x+jy+{y + By=iC\ (9) 

welke drie willekeurige standvastigen bevat, en differentieert men die 
twee malen, dan heeft men 

vroeger vonden wij uit (1) pzzzyia en g=zy:a^, waardoor de 
waarden van J, B en C in (10) overgaan in 

^=^1+1^11^. 5=Z1?!±^). c^=^:^±tï. (11) 

Elimineert men nu o? en y, dan verkrijgt men 
82a*(7» = J5* + 20fl«/?=-8fl*-5(5*-8a^)\/i5«~8fl», (12) 
waardoor (9) wordt 

welk alles aanleiding geeft tot de volgende differentiaalvergelijking 
der tweede orde 

d2a^l+p'yg' = {l^p' + yq y-\^Wa'{l^p'+ yqyg'--Sa^g^ + 

+{}+p'+V9){\/{^+p'+y&-^^W'y> . . . (14) 

van welke laatste (13) de algemeene integraal met hare beide stand- 
vastigen is, en (1) de algemeene enkelvoudig singuliere integraal. 

11. Gaat men uit van de enkelvoudig singuliere integraal 

a{x + y)-\-a^ = K^e^, (1) 

en eenige oorspronkelijke vergelijking 

Ay = ix' + Bx+C, (2) 

dan zal men voor de differentiaalvergelijking der tweede orde vinden 

{l+p')-Ha + x + y)g + a^g^=0, (3)' 

en voor de algemeene integraal met beide standvastigen J en B 

2^(i/-B) = (a;4-^)*+(«~^)* (4) 



OVER BEWEGINGEN VAN VLOEISTOFFEN ONDER DEN 
INVLOED DER WRIJVING, 



D". G. J. HICHAfiUS. 



Wanneer eene vloeistof alleen onderworpen is aan de werking van 
krachten, die als de differentiaal -quotiënten eener potentiaal-functie 
kunnen voorgesteld worden, en de snelheidsontbondenen u, v en «? 
van een deellje, volgens drie assen, op zeker oogenblik voldoen aan 
de voorwaarden 

^0 'd0 'd<P 

UZ=Z-—, »==-—, WZ=Z,r—, 

?a? }ty dz 

•zullen zij steeds aan die voorwaarden blijven voldoen. 

Deze eigenschap is door Lagbakge gevonden. De functie wordt 
snelheidspotentiaal genoemd. Helmholtz ') heeft voor het eerst 
vloeistof bewegingen onderzocht, die ontstaan door krachten, welke 
niet uit eene potentiaal-functie kunnen afgeleid worden. Hij leerde 
de bewegingsvormen kennen, die door zulke krachten, waartoe o. a. 
de wrijving behoort, teweeggebracht worden. Bij de onderstelling, 
dat eene vloeistof, waarin deze zoogenoemde wervelbewegingen 
eenmaal ontstaan waren, verder alleen onder den invloed bleef van 
krachten , die eene potentiaal hadden , bewees hij de volgende wetten. 
1®. Deeltjes, die op een oogenblik niet om eene as wentelen, krijgen 
nimmer eene hoeksnelheid, en deze eigenschap drukt hetzelfde uit, als 
de stelling van Lagrange; 2**. de lijn, welke op een gegeven tijd- 



*) Journal joon CreUey Band 55, 1858. 
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stip samenvalt met de as van wenteling der deelijes, die zij snijdt, 
(wervellijn), valt voortdurend met diezelfde as samen. Denkt 
men zich door alle punten van den omtrek van een oppervlakte- 
element dergelijke wervellijnen getrokken, dan ontstaat een wervel- 
draad. 3". Het product der hoeksnelheid en der doorsnede (in- 
tensiteit) van een werveldraad is over zijne geheele lengte stand- 
vastig en behoudt steeds dezelfde waarde. Een werveldraad kan dus 
in een onbegrensde vloeistof niet eindigen. 

W. Thomson *) heeft deze wetten aanmerkelijk uitgebreid en by 
voorbeeld aangetoond, dat zij ook voor samendrukbare vloeistoffen 
gelden, indien daarin de drukking als eene willekeurige functie van 
de dichtheid wordt beschouwd. 

BoBYLEW *) onderzocht de wijziging, welke de meegedeelde wet- 
ten ondergaan, als de vloeistof onder de werking bUjft der krachten, 
die de wervelbewegingen doen ontstaan; hij ging inzonderheid den 
invloed der inwendige wrijving na en bevond, dat de wet, volgens 
welke de intensiteit over de geheele lengte van een werveldraad op 
elk oogenblik standvastig is, ook dan nog doorgaat. De overige 
wetten zouden bij die onderstelling hare geldigheid verliezen. 

Bresse ') heeft daarentegen de meening uitgesproken, dat het 
theorema van Lagbange en daarmee de eerste wet van Helmholtz, 
bij inachtneming der inwendige wrijving blijft gelden. • Hij heeft er 
later bijgevoegd, dat De Saint Venant hetzelfde reeds in 1869 had 
gevonden. 

BoüssiNBSQ *) bracht hiertegen in, dat de vertragende werking 
der wrijving tegen de wanden, die de vloeistof begrenzen, zich door 
de geheele massa voortplant; dat dus deeltjes, die op het eene 
oogenblik geene hoeksnelheid hebben, op het andere eene wentelende 
beweging kunnen aannemen. 

In de volgende bladzijden is de invloed der wrijving op de wer- 
velbewegingen nader behandeld. De overige krachten, die op de 
vloeistof werken, worden ondersteld een potentiaal te hebben. 

Is de vloeistof homogeen, onsamendrukbaar en onbegrensd, dan 
zuUen, als er op een gegeven tijdstip in het geheel geene wentelende 
bewegingen voorkomen, deze ook nimmer kunnen ontstaan. Zijn er 



^) Edinburg Transaeiions, Vol. 25, 1869. 

2) Mathematische Annalen , Band VI. 

3) Compies Rendus, 1880, pag. 501. 
^) Comptes Bendus, 1880, pag. 736. 
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werYeldrad«n aanwezig, dan kunnen zij binnen de vloeistof niet 
eindigen; zij rallen eohter niet alt^d met dezelfde deeltjes samen, 
maar planten zich, ofschoon zeer langzaam roort; daarbij vennindcrt 
de levende kracht hunner beweging volgens eene formule , die in § 1 
zal afgeleid worden. Rechtlijnige, benevens cirkelvormige draden 
behouden hunne gedaante, maar bewegen zich geheel anders, dan bij 
de onderstelling van Hblmholtz het geval is. 

Als de vloeistof begrensd is, kunnen er aan de oppervlakte wer- 
velbewegingen ontstaan, indien daar de vloeistof bij voorbeeld met 
eene andere in aanraking is, waarbij de normale snelheden elkander 
opheffen en de tangentieele verschillen. Stelt men, om een eenvou- 
dig voorbeeld te nemen, dat de vloeistof zich aan de eene zijde van 
een plat vlak tot in het oneindige uitstrekt, en dat de oppervlakte 
bestaat uit rechtlijnige werveldraden , die evenwijdig zijn, gelijke in- 
tensiteiten hebben , en het vlak gelqkmatig opvullen. De beweging 
zal zich binnen de vloeistof van deeltje tot deeltje voortplanten; de 
hoeksnelheid in een bepaald punt zal alleen afhangen van den tijd 
en den afstand van het punt tot het oppervlak, als oorspronkelijk 
binnen de vloeistofinassa geene wentelende bewegingen bestonden. 
Men kan bewijzen, dat de tijden, waarin verschillende punten de- 
zelfde hoeksnelheid verkrijgen, zich verhouden als de vierkanten 
hunner afstanden tot het grensvlak. 

Voor vlakken, waar de vloeistof in aanraking is met vaste licha- 
men, kunnen verschillende voorwaarden gelden. 

Dikwijls mag men aannemen, dat de deeltjes in het raakvlak zich 
niet ten opzichte van elkaar bewegen. Helmholtz en Piotrowski *) 
hebben proefondervindelijk aangetoond , dat dit verschijnsel zich voor- 
doet bij gladde metalen oppervlakken in alkohol en ether. Zij von- 
den echter bij water en vele andere vloeistoffen eene betrekkelijke 
beweging ten opzichte van het vaste lichaam. Men kan dan aanne- 
men, dat de ontbondene der drukking in de richting van het raak- 
vlak overal evenredig is aan en tegengestelde richting heeft met de 
sn,elheid dier betrekkelijke beweging. De standvastige grootheid, die 
hierb^ als factcy optreedt, wordt glijdingscoëfficient genoemd*). Zij 
is voor sommige stoffen bepaald. 

Men kan, by eene der genoemde grensvoorwaarden , de beweging 
bepalen eener vloeistof, die tusschen twee evenwijdige vlakken is in- 



») Wiener SUzungsber,, Band 40, 1860. 

2) Zie over deze theorie Kwchhoïp, Vorhi, über Maih, Phytik, S. 872. 
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gesloten, welke hetzij beide vast zijn, of waarvan het ééne op elk 
oogenblik eene overal gelijke en evenw^dig gerichte beweging heeft. 

In de eerstgenoemde verhandeling van Helmholtz is aangetoond, 
dat als op een bepaald tijdstip in elk punt eener onsamendrukbare 
vloeistof de ontbondenen der hoeksnelheid bekend zijn, de bewegings- 
toestand, welke de wervelbewegingen veroorzaken, dan berekend kan 
worden. Dit geldt evenzeer, als de wrijving in aanmerking wordt 
genomen, omdat de beweging in een enkel tijdsdeeltje beschouwd 
wordt. Indien men verder aanneemt, dat de beweging oneindig 
klein is, verkrijgt men ter bepaling van de hoeksnelheid vergelij- 
kingen, welke in sommige gevallen geintegreerd kunnen worden. Is 
dan ook nog de snelheidspotentiaal bekend, die bij verwaarloozing 
der wrijving bestaan zou, dan is in zulk een geval de beweging der 
vloeistof volledig bepaald. 

kh voorbeeld zal in § 3 de stationaire beweging behandeld wor- 
den eener omwentelingsellipsoïde, die zich in de richting der onge- 
lijke as verplaatst. 

De bewegingsvergelijkingen eener vloeistof, als de inwendige wrij- 
ving in rekening wordt gebracht, zijn 

■^ ■' " ) (1) 

Het teeken A is in de plaats gesteld van 

U is de notatie voor :- — H :r- H ; 

^x ^y }iz 

terwijl Uy v en w de snelheidsontbondenen in het beschouwde punt 
volgens drie vaste assen beteekenen. Verder is k de dichtheid, p 
het gedeelte der drukking, dat onafhankelyk van de wrijving is, en 
F de potentiaalfdnotie der uitwendige krachten. 
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De vergelijkingen (1) gelden voor alle punten, die binnen de vloei- 
stof gelegen zijn; aan de oppervlakte, waar zij met andere vloeistof- 
fen of met vaste lichamen in aanraking is, gelden naar omstandighe- 
den verschillende voorwaarden; voorloopig onderstellen wij de vloeistof 
naar alle zijden onbegrensd. De ontbondenen der hoeksnelheid van 
een deeltje zijn bepaald door de vergelijkingen 

^h T~ ^^ ' 

2*1 =5^ — ^» l (^) 

Uit de eerste drie Tergelijkingen (1) kannen de fanctiën F ea. p 
geëlimineerd worden. Differentieert men namelqk de derde naar y, 
de tweede naar z en trekt men ze daarna ran elkander af, dan 
vindt men 



+ 



In eene homogene onsamendrukbare vloeistof kan k als standvastig 
beschouwd worden; in eene samendrukbare vloeistof nemen wij de 
grootheid p als eene willekeurige functie van de dichtheid aan. Bij 

ai ai 

beide onderstellingen zal de term — — — r^ ^ uit de vergely- 
king (3) verdwijnen. Verder bestaan de betrekkingen 

Aw=:2r--2r-^-h— , 
B^f ^y dx 

Ar=2^-2^-h :r-y 

^x dz óy 

dy ox oz 
waardoor de vergelijking (3) overgaat in 



ƒ ƒ 

f f 

Evenzoo zal men vinden 

.ƒ . ƒ 



(f^ ~^ ^a? ^"^^y 'Uaj"*" ?j// "^3 By -èx ^^x ^y 



^h^^X^x -^zj^x \^z ^y)^y 

Zijn op een gegeven oogenblik in eene onbegrensde vloeistof geene 
wervelbewegingen aanwezig, dan volgt uit deze vergelijkingen 

ƒ ƒ 

-bt 3 \èz }iy 'by bz )' 
en twee dergelijke formulen voor irr en c^- 

standvastig ondersteld wordt, geschreven worden 

dh dh 



^ _ _2/ /bh dt bh"" dt\ 
bt~ ^h^ \by bz 'bz by ) 



Men ziet dat, onder den invloed der wrijving, wervelbewegingen 
ontstaan door de verandering in dichtheid; deze invloed is, onder 
overigens gelijke omstandigheden, grooter naarmate de dichtheid 
kleiner is. Bij verwaarloozing der wry ving zal een deeltje, dat op 
een oogenblik niet wentelt, nimmer wentelen, zoomin in een gas als 
in een vloeistof. Brengt men de inwendige wrijving in rekening, 
dan zullen in een onsamendrukbare , homogene vloeistof geene hoek- 
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snelheden ontstaan, als ze op een oogenblik nergens voorkomen, en 
de grenzen der yloeistof op oneindigen afstand ondersteld worden. 
Zijn er echter werveldraden , dan vindt men in dat geval 

en zullen zij zich, zooals uit den laatsten term blijkt, van het eene 
deeltje op het andere voortplanten. In het algemeen zal elke eigen- 
schap der beweging, die door Helmholtz voor een enkel oogenblik 
bewezen is , ook doorgaan, als de wrijving in rekening wordt gebracht. 
Zoo zal de intensiteit van een werveldraad over zijne geheele lengte 
standvastig wezen, en hij daarom binnen de vloeistof niet kunnen 
eindigen. Het bewijs dezer stelling volgt uit de voorwaarde 

11 + ^^+11=0 (5) 

ax dy cz 

Verder wordt, als de vloeistof onsamendrukbaar is, aan de laatste 
vergelijking (1) en aan de vergelijkingen (2) voldaan door vier 
functien (p, L, Jf en iV, als men heeft 



u 




^^y 


7>M 

32 


V 


^y 


+ '/- 


?x 


w 




Juf 


^y 



(6) 



en de fanctien voldoen aan de vergelijkingen 

|5 + |^ + |^=,o, .$=0. ••••(^) 

dx dy dz 

Men zie hierover de aangehaalde verhandeling van Helmholtz 
over de wervelbewegingen. Zijn dus op een oogenblik de ontbon- 
denen der hoeksnelheid en de snelheidspotentiaal , die bij verwaar- 
loozing der wryving zou bestaan, bekend, dan volgt uit de verge- 
lijkingen (6) de bewegingstoestand op dat tijdstip. De intensiteit 
van een werveldraad blijft nu echter gedurende de beweging niet 
standvastig. De vermindering, welke de levende kracht der wervel- 
bewegingen door de inwendige wrijving ondergaat, kan uit de be- 
wegingsvergelijkingen gemakkelijk worden afgeleid. Beschouwt men 
een vaststaand ruimte-element dr, dan is de uitdrukking voor de 
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levende kracht in dat element ^A(u^ -^-v^ +w^)dT; de verandering 
ten opzichte van den tijd nemende, en over de geheele vloeistofinassa 
integreerende, wordt 

T is de levende kracht der geheele vloeistof j j* =«' 4-c' + w*. 

Venuenigvuldigt men de vergel^kingen (1) achtereenvolgens met 
«, «, V), en telt men op, dan wordt 

Volgens bovenstaande herleiding kan daarvoor geschreven worden 

Integreert men deze vergelijking over de geheele massa; noemt 
men de hoeken, die de normaal aan een oppervlakte-element met de 
assen maakt a, ^ en 7; den hoek tosschen die normaal en de rich- 
ting der snelheid fl; en het element der oppervlakte ds-y dan vindt 
men, na herleiding 

+ 2/[|(t?Cb«y— wO?«P) + «(w(7ö««-tta«y) + (:{«a>«p-t?Cb«a)]}- 
-ƒ{4ƒ(?H«H?*+i^7»)-i^C^-^^)^T (9) 

Als de vloeistof door een vasten wand begrensd is, of zich tot in 
het oneindige uitstrekt ,. terwijl de werveldraden op eindige afstanden 
liggen van het coördinaten*stelsel, kan er geschreven worden 
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De inyloed der inwendige wrijving is dus om de levende kracht 
te verminderen, en die vermindering wordt bij eene onsamendrukbare 
vloeistof op den tijd t bepaald door de vergelijking 

indien ƒ als eene standvastige grootheid aangemerkt wordt. 

Onderstelt men, dat in eene onbegrensde onsamendrukbare vloei- 
stof op een gegeven oogenblik alle bewegingen plaats hebben in 
vlakken, die loodrecht op de z-bs staan, dat dus op dat oogenblik 
alle werveldraden rechtlijnig zijn, zoo heeft men de voorwaarden 

^u dv ^F dp 

dz "^2 'dz "dz"^ ' 

Deze waarden overgebracht in (4) geven 

§=»■ r; = ». fH^? <'») 

Hieruit volgt, dat alle werveldraden rechtlijnig blijjven; uit de 
laatste leidt men af, dat zij zich van punt tot punt voortplanten, 
zooals in de volgende § nader zal uiteengezet worden. 

Wanneer in zulk eene vloeistof op een oogenblik alleen cirkelvor* 
mige werveldraden aanwezig zijn in vlakken, welke loodrecht op de 
Z'H8 staan, zoodanig, dat de middelpunten der cirkels allen op de 
2:-as liggen, kan men stellen 

z=zz, ?=0, wzzzw; 

waarin s en v onafhankelijjk van den hoek d zijn. Brengt men deze 
waarden over in de bewegingsvergelijkingen (4), dan vindt men 

at p AVP/ 

dt 



Uit de beide eerstgenoemde leidt men af 

. dt p h\ p V 



N. A. V. W. Dl. VIII. 
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De diadea blijven dus voortdurend cirkelvormig. 

Neemt men aan, dat de beweging in een onsamendrukbare vloei- 
stof oneindig klein is, dan kunnen de bewegingsi^ergelijkingeiiL in de 
eenvoudige gedaante gebraobt worden 

^_/^, li-l^, IS-f^.. (11) 

en, als de beweging bovendien stationair is, 

Ag3=0, A«=:ö, A?=e, (ia) 

qp «FeUüe <?erge]4Jldngen w^ ia $ 8 nader tmigkomen. 

§2. 

Wij nemen in onze verdere besebou wingen de vloeistof als onsa- 
mendrukbaar aan. Denken wij ons vooreerst, dat zij zich tot in het 
oneindige aan de eene zijde van een plat vlak uitstrekt. Twee coör- 
dinaatassen laten wy in dat vlak vallen; de normaal zij de z-els. In 
het grensvlak ontstaan op een gegeven oogenblik {t z=z 0) wervelbe- 
WQgingen , hetgeen het geval is , als daar twee vloeistoffen gedurende 
haie bewegingen samenkomen, zoodanig, dat de normale snelheden 
telkander ofteffen en de tangentieele verschillen. Onderstellen wij, 
jdat alle iva?vddffaden in de riohtiiig der a;-as vallen, en dat de hoek- 
snelheid op een gegeven oogenblik overal dezelfde waarde heefb. In- 
dien Ae wrijving buiten beschouwing gelaten wordt, z^ men bevin- 
den, dat de inrervelbéweging altijd in het grensvlak blijft; brengt 
men echter de -wrijving in ïdcening, dan plant die beweging zidi 
door de geheele vloeistof voort. 

De hoeksneibeid in eenig punt zal afhangen van den tijd en den 
afstand van dat punt tot het grensvlak. De vergelijkingen der be- 
weging worden hier, overeenkomstig met de formulen (10), 

dt dt dt h 

Zooals Helmholtz opgemerkt heeft, is de snelheidsontbondene, 
wier richting aan eene wervelvlakte raakt en loodrecht staat op de 
wervellijnen (hier dus v)y aan beide zijden der vlakte verschillend. 
Zij to aan beide zijden =0, dan wordt de bewegingsvergelijking 

Tit h^z 
Deze vergelijjking geldt ook als w niet nul is, maar de beweging 

oneindig klein is, zoodat w— verwaarloosd kan worden. 



, (18) 
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De gedeeltelijke differentiaalvergelijking is uit de warmtetheorie 
bekend. Zij kan geïntegreerd worden met inachtneming der grens- 
voorwaarden 

1 = voor ^ = 0, 

waarbij ^^ als eene standvastige grootheid ten opzichte van den tijd 
wordt aangemerkt. 
De integraal is 






■*Va '). 



2V{ 



Zooal^ in het aangehaalde werk bewezen is, volgt hieruit, dat de 
tijden, waarin verschillende punten der vloeistof eene even groote 
hoeksnelheid verkrijgen, zich verhouden als de tweede machten hun- 
ner afstanden tot het grensvlak. De tijden, na welke in verschil- 
lende vloeistoffen even groote hoeksnelheden tot gelijke afstanden zijn 
doorgedrongen, zoo de bewegingen aan hare grensvlakken gelqk jB^'n, 
verhouden zich in rechte reden tot de dichtheden en in omgekeerde 
reden tot de wrijvingscoëfficiënten. 

ZöppBiTZ *) heeft het speciale vraagstuk behandeld, dat eene vloeistof, 
waarop de zwaartekracht werkt, zich tusschen twee horizontale vlakken 
tot in het oneindige uitstrekt. Aan de eene oppervlakte is eene 
overal evenwijdige snelheid gegeven, de andere oppervlakte is vast. 
Als laatstgenoemde op oneindigen a&tand ondersteld wordt, vindt 
ZöppRiTZ dezelfde integraal, die hier is afgeleid, voor de snelheid, 
die na een gegeven tijd tot eene bepaalde diepte is doorgedrongen. 
Op dezelfde wijze als hij uit die integraal berekend heeft, na hoeveel 
tijd een punt, dat op een afstand van 100 meter van de oppervlakte 
gelegen is, de helft der snelheid van die oppervlakte zal gekregen 
hebben, kan gevonden worden, na welken tijd voor zulk een punt 
^=:^5o zal wezen. Zöppritz heeft voor dien tyd by water ongeveer 
239 jaren verkregen. De wervelbewegingen planten zich dus zeer 
langzaam voort. Na een oneindigen tijd is 






e-'-'dX=H, 



*) Zie Partielle BifferentiaXgh von Riemann, bearb. von HATTEMDOBifF, 2» 
Aufl., S. 129. 

') Annalen der Thjsik und Chemie, Band III, S. 596. 

5* 



68 

zooals te verwachten was. Neemt men als grensvoorwaarden aan 

^ = 0(z) voor ^ = O , 

^=zF(t) voor = 0, 
dan zal men de integraal vinden 



^-.hiU'^'^^' '"-'"' y 



Als de grensylakte echter een raste wand is, aan welken de vloei- 
stof rust, terwijl binnen de massa Todr < = 0, | = |o is, wordt 

Dit geeft na herleiding 

z 

yJTt 



.^h f 



De hoeksnelheid zal, zooals hieruit volgt, weder zeer langzaam 
afnemen. Men vindt namenlijk 

?=T?o» wanneer --^=0,4769. 

' T 

Voor water is ƒ =: 0,013, zoodat ;? = 0,1087 V^, als z in cen- 
timeters en t in seconden is uitgedrukt. Na 1 seconde is dus op 
een afstand van 1 millimeter ruim van het vaste oppervlak de hoek- 
snelheid de helft van de oorspronkelijke; na 10,000 seconden bestaat 
deze toestand op een afstand van ruim een meter. 

Is de vloeistof tusschen twee evenwijdige vlakken ingesloten , waar- 
van het eeue vast is, en waarbij wij aannemen, dat de aangrenzende 
vloeistofdeeltjes zieh niet verplaatsen, terwijl aan het andere oppervlak 
de hoeksnelheid |=^] standvastig blijft, heeft men de integraal 
der bewegings-vergelijking te zoeken met de grensvoorwaarden 

1 = voor ^=0, 

5 = voor z:=zO, 

5=5, voor zzzzz^. 

Zij is (zie Eiemann, t.a. p., S. 146) 
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Z 

Na een oneindigen tijd wordt 5 = 1 1 — . 

*- § 3. 

Wy stellen ons eene onbegrensde onsamendrukbare vloeistof voor, 
waarin zich eene omwentelings-ellipsoïde bevindt. 

Het middelpunt valle samen met den oorsprong der coördinaat- 
assen, terwijl de ongelijke as van het lichaam langs de ^^-as valt. 
De ellipsoïde zij in rust; de vloeistof wordt ondersteld, zich in het 
oneindige overal met de snelheid w^ in de richting van de ^r-as te 
bewegen, en deze beweging wordt als oneindig klein aangenomen. 
Noemen wij de geligke halve assen a, de ongelijke c. Bij verwaar- 
loozing der wrijving is er een snelheidspotentiaal 

Ct> = Kzr "^^ +^,g, ') ....(14) 

waarin K eene standvastige grootheid beteekent, die uit de grens- 
voorwaarden moet gevonden worden, en waarin /u de grootste wortel 
is der vergelijking 

Men leidt uit (14) de snelheidsontbondenen af 



Kz~ 

}y_ 

(«H/«)W^M^' 



c* + i^ Ji^ (a* + ^ 



+ «^|. 



Als nu ook de wrijving in rekening gebracht wordt, moeten de 
ontbondenen der hoeksnelheid in elk punt der vloeistof gevonden 



1) KiBCHHOFF, Mêchanik, S. 218. 
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worden. Uit de symmetrie yan het lichaam kan men besluiten , dat alle 
déelijes zicH in platte vlakken bewegen, die door de z-as gaan, en 
dat men kan stellen 

«=-5f' '=E: <=» (») 

Nu wordt aan de vergelijkingen (12) voldaan als men aanneemt, dat 

AP = (17) 

Zq verder P alleen functie van fc, dan verandert de vergelijking 
ter bepaling dezer functie in 

d/E*' d/M d/x 
als kortheidshalve R=.(a^ + /t*)^ (c* + f/) gesteld wordt. 
Door integratie wordt gevonden 

ÖP C_ 

waarin O eene nader te bepalen standvastige grootheid voorstelt. 
Verder zal men, door nogmaals te integreeren vinden 



P = C I —= 



De ontbondenen der hoeksnelheid verkrijgen, volgens (16), de 
waarden 

De fiinctiën Z en üf [zie vergelijking (6) en (7)] worden bepaald 
uit de differentiaalvergelijkingen 

Z^Z = 2|, AJ/=-2)j. 

Volgens de aangenomen onderstelling omtrent de functie F is 

echter 

TsP 
A(yP)=yAP + 3^, 

of, wegens (16) en (17), 

A(yi>)=-2?; 

dus vindt men in dit geval voor de gezochte functiën op zeer een- 
voudige wijze 

Z=yP, M = '-xP, 
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IMt geeft, Tolgens de vergemidng (6), de snelheidsontbondenen 

«"= ^ 

De geheele snelheid is nu bekend. Men heeft 

De standvastige grootheden JT en (7 kunnen zoodanig bepaald 
worden, dat aan de oppervlakte van het lichaam de voorwaarden 
gelden 

« = 0, = 0, «? = (19) 

Aan de oppervlakte der ellipsoïde is /e* = en i2=:tf*c*. 
Uit de eerste vergelijking (19) wordt de betrekking afgeleid 

Cz=:^K^^ (30) 

De tweede vergelijking {v =i 0) geeft dezelfde uitkomst. De derde 
vergelijking (19) wordt 

K.i'jt) cJY) Cyi"^) 

^K r — '^^. -ag r — ^± — 

'-^-^ ^(r:).^.-(r:).+ ?(rJ=^- 

De index O beteekent, dat de waarden der differentiaalquotienten 
aan de oppervlakte van het lichaam bedoeld worden. De waarde viim 
C uit (20) overteengende , vindt men 






rfA 



(21) 
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Uit (20) en (21) kunnen dus de standvastige grootheden K en C 
berekend worden. De integralen zijn zeer gemakkeligk te herleiden. 

Is het een bol, die zich beweegt op de yoorgeschreren wijze, dan 
nemen de formulen voor de snelheid een eenvoudigen en bekenden 
vorm aan; dan wordt /^=:r*— rj',alsr den afstand van een vloei- 
stofdeeltje tot den oorsprong der coördinaten, en r, den straal des 
bols beteekenen. Dit volgt dadelijk uit (1&). De snelheidsontbon- 
denen worden dan 

De voorwaarde, dat aan de oppervlakte van den bol de snelheid 
nul wordt, geeft 

Z = -|r,3«,j, C=\r,fü (23) 

Glijdt de vloeistof langs de oppervlakte van het lichaam, en is de 
glijdings-coëfQciënt g bekend, dan kunnen ook in dat geval de 
grootheden K en C berekend worden door substitutie van de gevon- 
den snelheden in de formulen voor de drukkingen, 

i.,=,-v|i. z. = x. = -/(L>|j'), 
z.=,-.4», x, = r. = -/(|-; + g)., 

Volgens de onderstelling, in de inleiding genoemd, kan men schrijven 
X„ - [X„ Co8[nx) + Y„ Co8(ny) + Z„ Co8{nz)] Co8{nx) = -gu, 
Y„''[X^ Co8{nx)-\-Y„ Co8{ng) + Z„ Co8(nz)]Oo8(ng) = -gVy 
Z„'-[X„ Co8(nx)^T^ Co8[ny)-\'Z„ Co8{nz)]Co8{nz)'=g{w^ -to); *) 
waarin n de normaal in een element van het grensvlak tusschen de 
vloeistof en het vaste lichaam is. Nu is nog 

X„ = Xs Co8{n x) + Xy Co8 {ny) + X, Co8 (n z) , enz. 



1) Zie KiECHHOFF, Meehanik, S. 870. 
3) Zie KiECHHOPP, Mechanik, S. 372. 
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X y z 

en aan de oppervlakte Co»{nx) = — , Co9{ny) = ^ , Co9(ne)=. — , 

^i ^1 ^i 

Na eenige herleidingen zal men vinden 

8(3/+r,^)' ''- r,»lr,y+V 
Stelt men hierin y =: oo , dan vindt men de formulen (28) terug. 
Neemt men daarentegen ƒ = O en ^ = O, dat is, laat men alle wrij- 
ving buiten rekening, en bedenkt men, dat dan C=0; zoo zal men 
vinden jr=|r,*w,, hetgeen met de gewone theorie in overeen- 
stemming is. 

De weerstand, dien de bol ondervindt, wordt 



^^_ g^/y^ 



'-^ (^ + l)w, (24) 



Deze zelfde formulen gelden natuurlijk ook, als het lichaam met 
de snelheid -Wj in de richting der ^^-as voortgaat, en de vloeistof 
in het oneindige rust. 

Uit de vergelijkingen (22) kunnen nog de stroombanen der vloei* 
stofdeeHges berekend worden; vergelijken wij de uitkomst met degene, 
die gevonden wordt, als de wrijving verwaarloosd wordt. Stelt men 
aj*+y* =p*> dan worden de vergelijkingen (22) 



dt r' r* 



dz 
di 



= -(-S + è)-"(? + ;)+- 



(26) 



Zq verder KzuKito^, Cz=i C^tOiy 

en voert men nieuwe veranderlijken in, door de substitutiën 

z = rSin0y 
p z:zrCo90y 

dan wordt, na eenige herleidingen, gevonden 

Men kan deze vergeügking integreeren, en men zal vinden 

ICosCp = l \J ^^TZsWT^rZTY + standvastige. 

Dus kan de vergelijking der stroombanen in de gedaante worden 
gebracht 
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p» I JLH tL — I — ? j = standvastige. 

Als y = 00 is, kan hierroor geschreven worden 

p* ( 3-' ^ j = standvastige (26) 

Ak 'daarentegen ^ = O en ƒ = O worden aangenomen, neemt de 
vergel^king der stroombanen den vorm aan 

^ I = standvastige, (27) 

die nu echter ook voor eindige bewegingen geldig blijft. 

Uit de vergelijking der stroombanen ziet men, dat, voor 2? = O 

dp 

:r- = O, en p daar een maximum is. Neemt men in zulk eene lijn 

de standvastige =: 4r|^, dan vindt men in de punten, waar i? = O is, 
als ^ =r oö is, p^ == 2,281r, , 

als ƒ = O en ^ = O, p,, = 1,618^1. 

Als de vloeistof langs de oppervlakte van den bol glijdt, hangt, 
volgens de bovengenoemden formulen voor K en C, de waarde van 
Pq af van de verhouding der coëfficiënten f qh g. 

Men zou nu ook de beweging van een lichaam op eene dergelijke 
manier kunnen afleiden uit de vergelijkingen (11), waarbij die bewe- 
ging wel oneindig klein, maar niet stationair ondersteld wordt. Is 
het lichaam eene omwentelingsellipsoide, dan verkrijgt men eene inge- 
wikkelde differentiaalvergelijking, die zeker zeer moeilijk te integree- 
ren zal zijn. Is het lichaam een bol, dan kan, bij eenigé bijzondere 
onderstellingen omtrent den aard der beweging, het vraagstuk wor- 
den opgelost. Men vindt, in het meermalen aangehaalde werk van 
KiECHHOFF (bladz. 381), over dit onderwerp eene korte beschouwing, 
welke ontleend is aan de oorspronkelijke verhandelingen van Stokes 
en van O. E. Meijer. B\j de onderstelling, dat de snelheden ein- 
dige waarden hebben, is van de oplossing der genoemde vraag- 
stukken bij inachtneming der wrijving tot nu toe niets te maken. 



KLEINERE MEDEDEELINÖEN. 



EENE EIGENSCHAP VAN DE WORTELS EENER AFGE- 
LEIDE VERGELIJKING, 



DR. e. J. LEOEBERE. 



1. Zij f{z) = O eene n^"" machtsvergelyking met bestaanbare coëffi- 
ciënten, die twee bestaanbare wortels a^ en a, bezit, dan heeft, 
volgens het bekende theorema van Bolle, de afgeleide vergelijking 
/'(ar) = tusschen de grenzen a, en «j, minstens één bestaanbaren 
wortel. Zijn al de wortels «, , «j . . . «„ van f{z) = O bestaanbaar, 
en geeft men op de bestaanbare as achtereenvolgens de punten a^ , 
a^,.,a„ aan, die bij de waarden van die wortels behooren, dan 
liggen ook al de wortels van f{2i)z=z0 op de bestaanbare as; en 
wel, juist tusschen elk paar opeenvolgende wortels «< en ff, + i is é^n 
wortel van de afgeleide vergelijking gelegen. 

Volgens deze bekende eigenschappen bepalen de bestaanbare wor- 
tels van f(z) =: O eenigszins de plaats der bestaanbare wortels van 
f* (z) =zQ. In het volgende wordt eene eigenschap afgeleid, waaruit 
grenswaarden volgen voor al de wortels van /'(5r)i=0, zoowel be- 
staanbare als imaginaire , als de plaatsen der wortels van /{z) = O 
in het vlak bekend zijn. Deze laatste vergelijking kan dan zoowel 
bestaanbare als imaginaire coëfficiënten hebben. 

2. Laten a^, »'^,.,a„ de punten in het vlak voorstellen, 
waar de wortels «j, a^.,,a„ van eene «**« machtsvergelij- 
king /(0) = O gelegen zijn, dan zullen -al de wortels van 
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/'(«;)=lO liggen binnen den rechthoek, waarran de zijden 
respectievelijk evenwijdig loopen aan de bestaanbare en 
imaginaire as en die zoodanig geconstrueerd is, dat alle 
punten a, binnen dien rechthoek vallen. 

Ten einde deze stelling aan te toonen wordt gebruik gemaakt van 
eene eigenschap, door Cauchy gegeven, omtrent meromorphe functiën. 

De meromorphe functie 

waarin c eene standvastige voorstelt , wordt nul in de punten b t , 
waarin de waarden bf gelegen zqn, en oneindig groot in de punten 
ai. Zij nu 8, figuur 1, eene enkelvoudige, gesloten kromme lijn, 
die niet door een der punten ai of d,- gaat, maar waarbinnen p 
punten ai en g punten bf gelegen zijn; dan zal, zoo z de lijn S in 
positieven zin doorloopt, het argument van F{z) vermeerderen met 

Het argument van z — ai is namelijk de hoek, dien at z maakt met 
de lijn uit a, evenwijdig aan het positieve deel der a?-as getrokken. 
Ligt nu «1 in het punt a binnen de kromme lijn /S, dan zal dat 
argument (^, nadat z die lijn in positieven zin doorloopen heeft, met 
2t vermeerderd zijn; terwijl het argument $' onveranderd is gebleven 
zoo a^ buiten 8 in a' ligt. Hetzelfde geldt van de fectoren in den teller. 
Hieruit blqkt dus, dat de vermeerdering van het argument van eene 
meromorphe functie ^(^), zoo z de kromme lijn 8 doorloopt, gelijk 
is aan 2t maal het aantal wortels van ^[z) binnen 8 gelegen, ver- 
minderd met 2 TT maal het aantal wortels van f[z) binnen 8. 

Deze eigenschap wordt nu op de volgende wijze toegepast. Men 
heeft 

f(z) = (0-a,)(0-ö,) (^-a J, 

waaruit 



f(z) z^ai z — a^ ' '** ^ — a„ z — a^ 

Zij nu (^ j , figuur 2 , de hoek , dien a , z maakt met de lijn, uit x ^ 
parallel aan het positieve deel der bestaanbare as getrokken, en 
a ^ ;? = p j ; dan is 

of 4rT— ^ — ^«^i-V--ïs — -Si»cp, == 

/W Pi Pi 

:siR{Cos^+y/'^8in^); 
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dus RCo8^'=.Z~Coê<pi en i2>Sï«* =— S — iSï»Cp,. 

Pi ^i 

De rechthoek, waarbinnen de punten a< liggen, wordt genoemd 
PQQfJP'; en wel loopen de zijden PQ en P'^ in dezelfde richting 
als het positieve deel der bestaanbare as, en PF* en QQ' in dezelfde 
richting als het positieve deel der imaginaire as. Zoo z nu den 
omtrek PQQfJP doorloopt, zal het argument ^ der meromorphe 

functie -rj^ toenemen met — 2t. In het punt Qf zijn namelijk 

alle hoeken , gelegen tusschen O en - , zoodat uit bovenstaande 

gelijkheden volgt, dat Oos^ in Qf positief is en Sin^ negatief. Aan 
den hoek $ zal dan eeue waarde kunnen toegekend worden tusschen 

O en — -. Doorloopt z de lijn Q'P\ dan blijft JSin^ steeds nega- 

tief, maar Oo9^ is 6en of meerdere malen nul geworden, en ten 
slotte in P negatief, daar in dat punt de hoeken 0i inliggen tus- 

schen - en t. De hoek * , die eerst gelegen was tusschen O en — - , 
2/ » 

krijgt derhalve in P eene waarde tusschen — - en — ?r. Over P'P 

variëeren de hoeken Ó. tusschen ^r en ■—- ; derhalve blijft Co8^ steeds 

negatief, terwijl Sin^ één of meermalen nul kan geworden zijn, en 
in P negatief is. In dat punt ligt dus de hoek $ tusschen --t en 

~"o"' ^P dezelfde wijze vindt men, dat in Q de hoek * gelegen 

39r 
is tusschen — rr- en — 2?r, en zoo s weer teruggekomen is in ö', 
2 

eene waarde heeft tusschen — 2?r en — r-. De vermeerdering van 

het argument van -Tr-r is derhalve - 2 jt. 

Noemt men nu het aantal wortels van f{z):szO, binnen den 
rechthoek gelegen, q, dan is 

2a-(— » + j')= — 2?r, 
of 5^ = » — 1. 

Met andere woorden al de wortels van de afgeleide vergel^'king 
liggen binnen den geconstrueerden rechthoek. 

Het is duidel^k, dat dit betoog evenzeer doorgaat, zoo ƒ(;?) = O 
gelijke wortels heeft. 
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3. De rechthoek PQQ'P' moet zoodanig geconstrueerd worden, 
dat al de wortels van f{z) z= O binnen den rechthoek liggen , maar 
de afetajid tasschen de jijden van den rechthoek en eenige der wor- 
teU kaï^ V^ïxmx genomen worden dan iedere meetbare grootheid; 
derhalve baefib men de stelUng. 

De worteU van /'(ar) = O liggen binnen of op de zijden 
y*n fi«n rechthoek, lya^rran de zijden respectieyelijk ev,en- 
wijdig loopen aan de bestaanbare en imaginaire as, en 
waarbinnen of op welks zijden de wortels van f(z)^=zO 
gelegen zijn *). 

Construeert men een anderen rechthoek, die wel aan de laatste 
voorwaarde, hierboven genoemd, voldoet, maar waarvan de zijden 
niet evenwijdig loopen met de assen, dan kan men eveneens aantoo- 
nen, dat de wortels van /'(^) = binnen dien nieuwen rechthoek 
of op zijne zijden moeten liggen. Laat eene der zijden van dien 
reehthoek, een lioek fi maken met de bestaanbare as — dus de zij- 
den van 4en redithoek evenwijdig loopen met een stelsel assen , dat 
een hoek fc maakt met de oorspronkelijke assen, — dan stelle men 

z = oLzf en a = Cos ia + y — 1 >Sï» /e* ; 
waardoor men verkrijgt 

en f{z)=^fCx^) = -Jf{z'). 

Worden nu de wortels f{z)zi=.Xi en f>(z)=.0 voorgesteld door 
z;^fl,{(h8(pj^)I^Sin0,), 
dan zijn de wortels van 0{z') = O en 0*(z') = O, 

De wortelpunten van 0(z')z:zO en (p\z*) zn O vallen dus samen 
met die van f{z) = en f(z)z=zQ, zoo men een nieuw assenstel- 
sel aanneemt, dat met het eerste stelsel den oorsprong gemeen heeft, 
maar daarmede een hoek /a maakt. Volgens de bewezen stelling lig- 
gen de wortels van ^' {/)=:. O binnen of op de zijden van den 



1) Dit theorema werd door m^ voorgedragen in de wetenschappelijke verga- 
dering van het «Wiskandig G^nootscliap" van 19 Janoari 1881. Ten gevolge 
van opmerkingen in die vergadering gepiaakt, bleek b^ nader onderzoek, ^t de 
stelling uitgebreid kan worden, zooals in het volgende is aangegeven. 
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rechthoek, op de genoemde wijze geconstrueerd, eyenw^ig met de 
nieuwe assen; — derhalve zullen ook de wortels van /'(^r) = O bin- 
nen of op de zijden van dien rechthoek gelegen zijn. 

Kunnen de punten öj , a^ » , ,a„, waar de wortels van f{z) = O 
gelegen zijn, zoodanig verbonden worden door rechte lynen, dat er 
een veelhoek ontstaat met uitspringende hoeken, dan zullen al de 
wortels van f{z) = O binnen dien veelhoek of op z\jne zijden moe- 
ten liggen. Immers door een der assen achtereenvolgens evenwijdig 
te nemen aan de opeenvolgende zijden van den veelhoek verkrijgt 
men eene reeks van rechthoeken, waarbinnen de wortels van de afge- 
leide vergelijking moeten liggen; en het gemeenschappelijk deel van 
die rechthoeken is juist de genoemde veelhoek. Zoo de puBten 0^ 
niet allen zoodanig kunnen verbonden worden, dat er een veelhoek 
ontstaat met uitspringende hoeken, dan kan men altgd door enkele 
punten te verbinden een veelhoek met uitspringende hoeken coa- 
strueeren, waarbinnen of op welks zijden de overige punten gekigea 
zijn; — binnen dien veeSioek of op zijne zijden liggen dan ook de 
wortels van f{z)=zO. Men heeft dus de algemeene stelling. 

De wortels van /'W=0 liggen binnen of op de zyden 
van een veelhoek met uitspringende hoeken, die zooda- 
nig geconstrueerd is, dat al de wortels van ƒ (0) = O bin- 
nen dien veelhoek liggen of op zijne z\jden. 

4. Zoo de wortels van f(z)-=zO op eene willekeurige rechte lijn 
gelegen zijn, dan gaat de veelhoek over in diezelfde lijn. Zijn dus 
al de wortels van /{e)z=iO op het deel «i a„ van eene rechte Ijjn 
geplaatst, dan liggen ook de wortels van ƒ' (z) = O op dat deel van 
die lijn. Valt de rechte lijn samen met de reëele as, dan vindt 
men de bekende waarheid in § 1 genoemd terug. 

Ten slotte worde het theorema toegepast op een viertal vooriaeeldeu. 

1. i?*-60«-l.aO;?* -48^ + 40 = 0. 

De wortels zijn 

«2 «4 

De afgeleide vergelijking 

40»-180»-l-6O;9-48 = O 
heeft tot wortels 

èi=:l,056, ^* =1,722 ±2,898 V^, 

die geplaatst zign binnen het trapezium a^a^a^a^^ figuur 8. 
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2. De vergelijking 

heeft tot wortels 

De wortels der afgeleide rergelijking 

4;f»-880» + lO2i?-91=:O, 

6i=l,469, ^* =3,396 ±2,015 V"-^, 

liggen binnen den driehoek a^a^a^ — figuur 4— maar niet binnen den 
vierhoek a^a^aia^, die een inspringenden hoek vertoont. 

3. Dat in een geval als bij de voorgaande vergelijking, evenmin 
als grens voor de wortels der afgeleide vergelijking het figuur 
a^a^a^a^a^ in het algemeen mag aangegeven worden, leert de 

vergeljjlóng 

^*-12;f5^67^*-i52;f+96=0, 
met wortels 

a,=l, a, = 3, ^»=4±4V^^. 

De wortels der afgeleide vergelijking 

42r»-.36^« + 134;?-162, 

J, = 1,898, ^* =3,551 ±2,722 V^^, 

z\ju nu geplaatst, zooals figuur 5 aanwijst. 

4. De vergelijking 

;f»-.(8 + 8 V^)2^* + (3 + 86V^)^ + 4-28 V^=0, 
met imaginaire coëfficiënten heeft tot wortels 

«1 = 1, ö, = 3 + 4V^, fl's=4 + 4V^. 
De wortels der afgeleide vergelijking 

3;p*-2(8 + 8V^)^+(3 + 36\/^) = 0, 
*i =1,819 + 1,366 V~, *, =8,614 + 8,978 V^, 
liggen binnen den driehoek «j öjaj— figuur 6. 
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Onder de vele en belangrijke eigenschappen der quaternionen ver- 
dient ook de eigenschap, dat een product van quaternionen nul kan 
zijn, zonder dat dit met minstens één der factoren het geval is, 
onze aandacht. In het volgende wil ik de voorwaarde opsporen, 
waaraan twee quaternionen moeten voldoen, opdat werkelijk hun 
product nul zij. 

Stellen wij 

qz=ia-\'bi-\-cJ'\-dk en g'j ==a, +*i» + Ciy + rfj A?. 
Zy verder qq^=.0. Door vermenigvuldiging vinden wi^ 
qg^ =(a«j— ^J|— cc,— (?(?j)-|-(adi +«, d + c<?i — c^^)», 
+ (aCi + öj c + ój «?— J^|)y+ (ad^ +ÖJ d'\^6Cl'-6^ c)k. 
Daar het eerste lid dezer vergelgking nul moet z^'u , en het tweede 
alleen nul kan zijn, als dit met elk der tusschen haakjes geplaatste 
vormen afzonderlijk het geval is, heeft men 

a^i — ^i, — ccj — rfrfj = O, 
a^i +a|5+c^i— Cirf= O, 
aci ^a^c-^-b^d^bdj^ = O, 
adi +«it?+^Ci— i|C= O, 

Dit stel vergelijkingen drukt reeds de gevraagde voorwaarde uit. 
Wij moeten nu verder trachten voor de grootheden a, b, c, df, ^j, 



(1) 



*) Wij gebruiken dezelfde notaties als voorkomen in Nieuw ArcUaf^ Deel T, 
bladz. 41. De formulen, die w^ toepassen, z\jn daar bewezen. 

N. A. V. W. Dl. VIII. 6 
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3i, Cj, en (?| , zoo mogelijk, waarden te vinden, die aan deze ver- 
gel^kingen gelijktijdig voldoen. 

Beschouwen wij voorloopig slechts «j , b^, C| en d^ als onbeken- 
den, djin hebben wij in (1) vier vergelijkingen met vier onbekenden. 

Paar evenwel de bekende termen in deze vergelijkingen van den 
eersten graad nul zijn, zijn zij niet voldoende om daaruit deze on- 
bekenden op te lossen. Zij leveren ons alleen de verhoudingen tus- 
schen de onbekenden op. In werkelijkheid hebben wij dus slechts 
drie onbekenden, maar dan behoeven wij ook slechts drie vergelij- 
kingen te hebben. De ove«aohietende vergelijking is dan van de 
drie genoemde of afhankelijk of daarmede in strijd. In het laatste 
geval zou een oplossing onmogelijk zijn , en dit zou te kennen geven 
dat qq^ nimmer nul zou kunnen zijn. Wel kan altyd aan (1) vol- 
daan worden door 

ö, =0, bi =:0, Cj = en rfj =0; 

doch dan zou qi=0 zijn, en dit geval is in de opgave uitgesloten. 

Als voorwaarde voor de afhankelijkheid der vergelijkingen (1) 

heeft men 

a —5 — c —e? 

b a — É? c 
c d a — ^ 
d — c b a 

Deze determinant, verkregen door in de eerste verticale rij de 
opvolgen^Q Qpgffipienteik van a, , in de tweede di§ ^n ft, enz. te 
plaatsen ,« drukt nu de voorwaarde uit» wc^araan a, b^ (i ea d moeten 
voldoen, opdat het stel (1) kau opgelost worden. Deze voorwaarde 
is noodig en voldoende om tot een oplossing te geraken. De moge- 
lijkheid van eene oplossing hangt dus van (2) af. Aan (2) wordt 
reeds dadelijk voldaan door 

a=0, 3 = 0, 0=0 en rf=0; 
doch dan wordt ^ = 0, hetgeen in de opgave is uitgesloten. 

Ontbinden wij (2) in z\jn minoren volgens de eerste verticale rijj; 
dan vinden wij 

aM^'-bM,'\-cMc'^dMd ^ 0. 
Maar bij uitwerking vinden w^' 

^]4:,;^a^'^aH^+a^d^+0bad-aHd^M^.Q^, 
-'bM^^naH^+b^-abcd'^b^d^ + b^c^i-abcd, 

cM, = abcd+bU^^a*c^-abcd+c'^+c^d\ 
^dlii'ss.b^ d^ -abcd-^abcd-^-a^d^ +o*(?* +rf*. 



A = 



= '. . . W 



Tellen wij deze vergel^kingen op, na in elk der r^fen +aèüê 
tegen -^ahcd te hebben weggelaten, en m^ken wij daarbij op, dat 
elk der rijen de rierde macht van eene der grootheden bevat, en dit' 
termen van den vorm a* d* telkens in twee rijen voorkomen; t^rwijjl 
joist al de combinaties van vi^ letters twee aan twee aanwezig ia^rt\ 
dan vinden wijj, daar alleen positieve teekens aanwezig zijh 

Hieruit volgt, daar- 

Nq= O of Tqisz O (8) 

als voorwaarde, waaraan voldaan moet worden, wil men Yoof «i, d|, 
c,, (?i waarden vinden, die aan (1) voldoen. 
Uit (3) volgt 

Aan (3) kan niet door bestaanbare waarden voldaan worden; maar 
wel door bestaanbare en complexe of imaginaire. 
Stellen wij nu 

«1 h^ Cj 

dan kan men uit (1) de volgejide vergelijkingen afleiden 

Hieruit vindt men, als men de drie eerste gebruikt 

a— J d 
b a -'C 
c d b 



(4) 





d-b-c 






— c a—d 






b d a 




m.^m 




it "" 




» y ■ 




a—b—e 






b a^d 






e d a 





« 


d-e 


h 


-c-d 


e 


h a 


a 


-h-e 


b 


a-d 


« 


d a 



en zz 



a — 'i — c 
b a — (? 
o d a 



(5) 



Merken wij op dat de eerste der vergelgkingen (4) onttoend ia 
aan het Soalair-gedeelte van qq^; dan hebben w^ in (6) de oplosT 
sing, die wij verkrijjgön door die eerste vergelijking te verbinden met 
de tweede en derde. Wy kunnen haar nu ook verbinden met de 

6* 
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derde en vierde, en met de tweede en vierde. De drie laatste ver- 
gelijkingen zijn ontstaan uit het vector-deel van qq^ en hierbij heeft 
de eerste op t, de tweede op J en de derde op k betrekking. Deze 
vergdijkingen vervullen alzoo dezelfde rol. Verbindt men nu de 
eerste vergelijking met de tweede en vierde, of derde en vierde, dan 
moet men uitkomsten verkrijgen, die groote overeenkomst vertoonen 
met die, welke (6) ons oplevert. 

Verbinden wij thans nog de drie laatste vergely kingen; dan 
vinden wij 

— c ö— e? I b — c — «? b a — c 

b d a \ c b a c d b 

-^a-^c b d --a b d — c — a 



y = 



-en fir: 



b 



(6) 



a — (? b a — rf [ b a — (? 

c d a \ c d a\ c d a 

d—c b \ \ d —c b d —€ b 

Daar nu x^ y en sf tot noemer d^ hebben en de in (5) en (6) 
gevonden waarden voor de drie onbekenden gelijke noemers opleveren 
is het eenvoudigste in (5) 



d -^b -c 
— c a — (? 

b d a 

a — d d 
b a --c 
e d b 



*i = 



en in (6) 



a d — c 

b -C "d 

c b a 

a —b —c 
b a —d 



(7) 



, en ^1 = 



—0 


a -d 






b -c 


-d 






\ 


b d a 


. i,= 


c b 


a 


i 




—a —c b 




d-a 


h 








b a —e 




h a 


-d 




Ot — 


e d b 


, en rfi = 


c d 


a 






d -c 


' —a 






d- 


-c 


b 





(8) 



te stellen. 

Berekenen wij de determinanten in (7) en (8); dan vinden wij, 
dat daarin telkens twee zelfde gedurige producten van drie verschil- 
lende grootheden met tegengestelde teekens zijn aangedaan, en dus 
weggelaten kunnen worden. De overige termen hebben dan alle 
eenzelfde letter tot factor; en brengen wij die buiten haakjes, dan 
kragen w^ tusschen de haakjes juist a* +d* +c* -|-^*. 
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Wq rindea alzoo uit (7) 

a^=zdNq, b^zzi—cNq, c^z=.bNq en d^;=:,aNg. . . (9) 
Uit (8) vinden wij 

aj=— oiVj', b^zzzbNq, Ci^^cNq en dy=^dNq . . (10) 

Daar echter JV^ = moet zijn blijkt hieruit, dat al de determi- 
nanten in (5) en (6) nol waren. De breuken hadden aldaar dus 
alle de gedaante ^. Dit komt, zooals wij nu zien, omdat overal 
de factor Nq aanwezig was. Die factor had dus van den beginne 
af overal moeten weggelaten worden, en men had zoodoende gevonden, 
in (5) di^zia en in (6) d^:=id stellende, 

aiz=idt bizzz'-c^ c, =d en d^zzza; (11) 

«,= — «, b^=:by C| r=c en d^-^zd (12) 

Daar «j, dj, c, en d^ slechts in verhouding bepaald kunnen 
worden, zullen, p een willekeurig getal z^nde, ook 

a^=,pdy b^zsi—pc, c^=zpb en di=zpa, \ ^^^ 

«j ^— ^a, d, =^d, CiZizpc en dizzzpd J 
voldoen. 

Trachten wij nu de uitkomsten te vinden, uit de combinatie van 
de eerste met de derde en vierde vergelijking voortvloeiende. 

Wij zien dat, — toen wij de vergelijking, overeenkomende met de 
coëfficiënt van k in qqi, buiten het op te lossen stel lieten , — het 
scalair-gedeelte van q^ gelijk de coëfficiënt van k in q werd; en 
omgekeerd de coëfficiënt van ^ in ^| gelijk aan het scalair-gedeelte 
van q werd. Daar, zooals wij reeds hebben opgemerkt, de coëffici- 
ënten van i, J en k steeds dezelfde rol spelen, heeft men als regel. 

Indien men de eerste vergelijking (4) met twee der drie 
overige verbindt, zal het scalair-deel van q^ gelijk zyn 
aan de coëfficiënt in q van die der eenheden e, j en k, 
waarvan de vergelijking, die verkregen wordt' door de 
coëfficiënt van die eenheid in qq^ gelijk nul te stellen, 
niet is gebruikt; en omgekeerd voor het scalair-gedeelte 
van q. 

Verder zien w\j, dat de andere twee coëfficiënten in ^, gelyk zijn 
aan de beide nog niet gebruikte coëfficiënten in q kruiselings genomen , 
dat wil zeggen, zoo dat voor en achter het gelijkteeken verschillende 
letters staan. Wat eindelijk de teekens betreft, komt er slechts 
één negatief teeken voor, en wel b\j de coëfficiënt, welke 
in q behoort bij die der eenheden », j en k, welke in cy- 
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clische rangorde voorafgaat aan die, waafran de coeffi- 
cient in ^^]» gelijk aan nul gesteld, niet als vergelijking 
is gebruikt. Leest men in plaats van „vooraf gaat" „volgt"; 
dan zou men de voorwaarde gekregen hebben» waaronder niet gq^, 
maar q^q gelijk nul zou geworden zijn. Uit de wording der uit- 
komst door de ontwikkeling der determinanten is deze regel gemak- 
kelijk af té leiden. Bovendien woidt dit, zoodra men weet, dat 
q^:=:zpKqy en dus qqt^^q^q (zie blz. 87), ook gemakkelgk uit 
den eersten regel van (13) gevonden door pp' =iz 1 te stellen. Men 
vindt dan namelyk az=p'd^^ ó=yo,, o= -p*è^ en dz=.p'a^, 
W^' vinden, deze beide regels in 'toog houdende, gemakkelijk uit 
de eerste, derde en vierde vergelijking (4) 

a, =sd, h^ =a, c, =n— (? en é^| =c, J 
en tttt de eerste, tweede en vierde | . . (14) 

^1 s= c, 3| =: ^, C| = a en (?i = — 6. I 

Deze uitkomsten hadden wij ook re^tstreeks kunnen kr^en, door 
telkens x, y ^n z uit drie vergelijkingen op te lossen; zooals wij 
reeds in (5) voor de eerste, tweede en derde gedaan hebben^ Wij 
hebben echter, langs dezen weg de uitkomsten (14) vindeode, de 
strekking dezer uitkomsten beter leeren inzien. 

Dezelfde opmerking, die ons van (11) en (1^) tot (18) voerde, 
voert ons van (14) tot 

ai=:-pö, bi:=zpa, Ci=z—pd en dizzipcy ^ 
a^zs^pc^ ö^^zpd^ c^^zpa en <?i=:— ^d. ƒ ' ' ^ ' 

De uitkomsten (18) en (15) samenvattende, bnjjg^ wQ dus de 
volgende oplossingen, mits Nq:=zÜ en dus ook Nq^ z^ O is, 

(a + bi'^oj'\dk){pd~'pci-\-pbJ+pak) = 0, 

{a'\'bi + cj'^dk)(pc+pdi-\'paj^pbk) =:0, 

L C18) 
(a'\'bi-\-cJ'\'dk)(pb+pai-^pdJ-^-pck)z:z(iy 

{a + bi'{'Cj-^dk){pa'^pbi'-pcj—pdk) = 0. 

Men ziet dat p slechts ab factor in q | voorkomt. De vierde ver- 
gelijking geeft ons j'i = Kq. Deze uitkomst was te verwachten, daar 
qKq ^nNq en dus gelijk nul moet zijn. 

De vraag ligt nu nog voor de hand, hoe het komt, dat wij door 
telkens drie andere vergelijkingen uit het stel (4) samen te nemen, 
andere ttitkomsten verkregen hebben. Immers, zqn de vergelykingen 
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(4) niet met «elkaar in strijd, wat door Nq szsO te steUen yermeden 
is, dan moet elke groep van drie yergelijkingefn dezelfde ttitkomston 
opleveren voor aj> y en ar. 

Uit (5) vinden wij echter, na weglating van Nq als factor in 
teller en noemer, of dadelijk uit (9), 

«1 d 5j c Cj h 

^ — T^ — a' ^~T,— a' '-^r^^a 
en uit (6) of (lö) 



il ^ A b^ b Cl c 



(17) 



Daar nu «, ^, c en e?, zooals w^* hebben opgemerkt, geheel wil- 
lekeurig zijn, mits slechts Nq = O, zijn die verschillende uitkomsten 
voor dezelfde onbekenden verkregen in 't algemeen ongelijk. Trach- 
ten wij thans nog deze omstandigheidi te verklaren. 

Beschouwen wij daartoe het stel (16) iiader. Wij iiêïi dtó, dat 
de tweêfda faetor der laatste vergel^king vermenigvuldigd nïèt i göéft 

pai'-pbi^—pcji^pdhij 
of, omdat *• = — l,y»=r— ^ en kiznj is, 

ph'\'pai''pdj'\'ptk^ 

zijnde de tweede factor der derde vergelijking in (16). 

Werkelijk krygt men dus, dat de tweede factoren in de vier ver- 
gelijkingen onderling gelijk zijn, indien men in elk der vergelijkin- 
gen aan p eene geschikte waarde geeft. Neemt men den coëfficiënt p 
bij voorbeeld in de vierde vergelijking % maal grooter dan de coëfficiënt 
p in de derde vergelijking; dan heeft men voor deze twee reeds de 
gelijkheid der tweede factoren. Is in laatstgenoemde vergelijking p 
bestaanbaar, dan is in de vierde vergelijking p een vector-deel. Bij 
het bepalen der uitkomsten (17) is dit uit het oog verloren. Wer- 
kelijk zal men daar de eene of andere uitkomst krijgen, naarmate 
men in de eene of andere vergelijking (16) j? bestaanbaar neemt. 

Men vindt dus slechts één uitkomst voor y, op den factor p na. 
Deze blijft echter onbepaald , hetgeen voortvloeit uit de onbepaaldheid 
der grootheden «i, ój, Cj en d-^ in (1). 

Hebben wij y^j = 0; 

dan hebben wij ook 

oiy q^q^zrzq^ stellende, ^^3 = 0. 
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Voor gfj = i hebben wij boven reeds uit de vierde vergelijking 
(16) de derde afgeleid. 

Als uitkomst vinden wij dus: Opdat qqi =0 zij, moet voor- 
eerst JVg' = iVyi = O ') zijn, en moet vervolgens ^, een 
veelvoud zijn van Kq. Dit is noodig en voldoende om aan de 
vraag te voldoen. Dat alleen op deze wijze aan het ge- 
vraagde voldaan kan worden, volgt uit de omstandigheid, dat 
ons stel vergelijkingen (4) geene andere oplossing toelaat; en is eene 
uitkomst, die men niet a priori had kunnen vaststellen. Alleen 
wist men ook a priori, dat qKq voor Nq = O zelf nul moest 
worden. 

Hadden wij q z=z Tq(Co8^-]-8mLUFq) en qt = ^9ti^^h + 
^Sinèi.üFqi) gesteld; dan zouden wij 

qq^z=iTqTq^{Co8&+SinLUFq){Cosèi+JS&n&^,ÜFqi) 
gevonden hebben. Hierin zou men schynbaar Tq •=! O of Tq^ z=l O 
kunnen stellen om qq^ = O te vinden, en dus zou schijnbaar niet, 
zooals wij boven gezien hebben, noodig zijn dat iV^=iVy, z=: O 
is; doch daar 

Sin&= - — ^ — ■^— en Cos&=.—, 
Tq Tq" 

en zoo ook 



^.,,^^ V^Hc.He^.' en Cr.,^=^; 
Tq, ' Tq, 

ZOU voor 1*^ = of 5^7^ = 0, Bin^ en Cö«6 oiSinh, en (7ö«ö, gelijk 
oneindig worden, hetgeen niet kan, daar de sinus en cosinus van een 
hoek hoogstens gelijk één kunnen worden. 



>) Daar Nq^=.NKq, zal, als q^-=.Kq^ ook Nq=:.Nq^ zijn. Dus volgt uit 
iV^ = ook JV^^ = 0. Is q^ =Kq.q^y dan heeft mQtiN{Kq.q^) = N Kq,Nq^. 
Uit Nq^ NKq=zO volgt dos nu ook N{Kq.q^) =: Nq^=zO, Door niet a^, 
il» 0^ en d^, maar a, b, e en d a\a onbekenden te beschouwen bad men deze 
uitkomst op overeenkomstige wijze door een determinant kunnen vinden. 
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id., p. 217—221. Lettres de Laplace è d'Alembert (II). 
id. p. 222—224. Lettre de Borda è C!ondorcet. 
id. p. 226—227. Lettre de Fuss è Condorcet. 
id. p. 227, 228. Lettre de Jean Albert Euler è Condorcet. 
id. p. 226 — 238. Domenico Chelini (Notice Nécrologique). Par M. L, Cremona, 
id. p. 261—269. A quelle époque vivait Diophante. Par M. P. Tannery. 
MEL. einsoHB. B. 26, Hist. LH. Abtk. S. 1—10. Itt« EAtdeekong der endli« 
chen Liehtgeschwiadigkeit darch Olef Römei. Von J» IFemiêke. 
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SCHL. ZGiTSCHB. B. 25, Hist. Lit. AbfJi. S. 41 — 67. Die Kenntnisse des Ar- 
chimedes über die Kegelschiutten. Yon /. L, Heiberg, 

id. S. 94 — 99. Ueber L. Königsberger i,Zur Geschichte der Theorie der ellipti- 
sehen Transeendenten in den Jahren 1826 — 1829." Yon Bnnêper, 

id. S. 121—186, 158—^171. Das Problema bo?inu8 des Archimedes. Von 
KrumHegel und A, Jmtkor, 

id. S. 185—190. Erklarung und Abwehr. Von S. WohlunU. 

ld. Snppl. S. 1 — 56, Mischnath Ha-Midoth (Lehre von der Maassen) aas einem 
Manuscript der Münchener Bibliothek, bezeichnet Cod. Hebr. 86, als erste 
geometrische Schrifk in hebraischer Sprache herausgegeben und mit einigen 
Bemerkungen Torsehen Ton Dr. M, Steituehneider, (Berlin 1864) ins Deut- 
sche übersetz, erlautert und mii dnem Vorwort versehen yon Hermann 
Sohapiia aas Odessa, Stud. Math, im Heidelberg. 

id. S. 5?<^128. Abraham Ibn Esra (Abraham Judaeas, Avenare). Zor Oe- 
schichte der mathematisohen Wissensehaften im XII ^ahri^nndert. Von Jf. 
SteéttsoAneidgr, 

id. S. 129—140. Prologus Ocreati in Helceph ad Adelardum Batensom magis- 
trum suum. Eragment sur la multiplieation et la division pablié pour la 
première fois. Par M. Ch, Henny, 

id. S. 141 — 166. Die IJebersetzung des Euclid aus dem Arabischen in das 
Lateinische durch Adelhard von Bath, nach zwei Handschriften der königl. 
Bibliothek in Erfurt. Von E, Weisenhom. 

id« S. 167—228. Fortolfi Rythmimachia. Von M» Peiper, 

id. S. 229—276. Versuch einer Gesehichte der Darstellang willkürlieher Func- 
tionen einer Variablen darch trigpnometrische Reihen. Von ^, Saekse, 



GBTALLBN-L?EE, 
N. coRB. M. T. 6, p. 86—88. Extrait d'une lettre de M. Le Laster- 

d. p. 89 — 48. Extraits de lettres de M. A. Genoeehi et H, Brocard. 

id. p. 48. Extrait d'une lettre de M. Tabbé Gelin. 

ld. p. 48. Extrait d'une lettre de M. ^. C^êaro, 

14. p. 77—79. Question 888. Par K Cetaro, 

d. p. 82. Question 477. Par JF. Cesaro. 

ld. p. 121. Extrait d'une lettre de M. Le Zasseur, 

ld. p. 170—172. Extrait d'une lettre de M. E, Broo^rd. 

d. p. 175, 176. Extrait d'une lettre de M. Le Lasseur» 
id. p^ 282. QuQstion 526. Par B, Cesaro. 

id. p. 255—268, 481—488, 529—542. Sur la frequence et la totality des 

noml^s premiers. Pai; M. E. Brocard» 
id. p. 267—269. Question 525. Par Radicke, 
id. p. 280 > 281. Question 550. Vat Badiehe. 
id. p. 320, 821. Extrait d*une lettre par B. C, 
id. p. 867—869. Extrait d'une lettre de M. Le Lasseur, 
id. p. 415 — 117. Extrait d'une lettre de M. E, Brocard, 
id. p. 417. Decomposition de 2« * + 1. Par M. Landry, 
id. p. 417, 418. Extrait d'une lettie de M. Ee^ Lasseuré 
id. p. 458^--465. Extrait d'une lettre de M. Lakmii. 
id. p. 455, 456. Extrait 4*ane lettre 4e M. Mamion, 
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N. CORE. M. T. 6, p. 474, 475. Question 678. Par E. C. 
id. p. 619—621. Qaestion 580. Par T. Jamet. 
id. p. 555. Qaestion 672. Par E. C. 
N. A. BE If. T. 19, p. 89—91. Snr un théorème d'Ealer concemant la decom- 
position d'un nombre en qnatre cubes positifs. Par M. E, Lucas, 
id. p. 480, 431. Qaestion 1297. Par M. E. Fauquembergue, 
id. p. 481. Qaestion 1318. Far M. M. BoeheUi. 
id. p. 454, 455. Remarqae sur un Article des Nonvelles Annales. Par M. 

C. Henry. 
id. p. 472, 478. Question 1839. Par /. lAnenfon, 

id. p. 517, 518. Generalisation d'un théorème d'aritlimétiqae. Par M, C, Henry, 

id. p. 524—526. Question 1818. Par M. F, Pisani. 

J. V. ca. B. 87, S. 84—118. Zurückführung des Problems der Kreistheilung 

aaf lineare Gleichungen (fur Primzahlen von der Form 2" + 1)* ^on Hermes. 

id. S. 172. Anmerkung iiber einen Satz von Fermat. Von Baltzer, 

CL. MATH, ANN. B. 16, S. 588—588. Zur Theorie der zahlentheoretische Func- 

tionen. Von 0, Cantor, 
scHL. zEiTSOH£. B. 25, S. 416. Notiz über gewisse periodische Decimalbrüche. 
Von SehlSmilcA, 



OONIOMETBISCHE ÏUHCIIEN. 
OB. ARCH. B. 65, S. 188 — 192. Relations entre les lignes trigonométriques 

des angles d'un triangle. Par 6. Dostar, 
id. S. 448. Neuer Beweis. Von IT, Kapteyn, 
N. COBR. H. T. 6, p. 84, 86. Question 487. Par RadUke, 
id. p. 229—281. Composition de Physique. Par H Poriula, 
id. p. 561—562. Question 586. Par E, C. 

N. A. DE M. T. 19, p. 862 — 867. Formules de reduction trigonométrique. Par 
G. Bostor. 



6S00T8IB OF KLEINSTE WAABDE. 
OB. ARCH. B. 65, S. 212—215. Nachtrag zu der Breiecksaufgabe, T. LXIII, 

p. 800: Von N, von Lorenz, 
N. OORB. M. T. 6, p. 464—466. Question 884. Par E, C, 
id. p. 502, 508. Sur les formes approchées des solides d'égale resistance. Par 

M. E, Cesaro, 
id. p. 548 — 651. Une question de maximum, tndtée par Poncelet. Par E, 

Cesaro. 
soHL. ZEITSCHS. B. 25, S. 41—48. TJeber ein Problem aus der Lehre von 
Maximum und Minimum. Von Enneper, 
id. S. 59 — 64. Die einem Dreieck umschriebene Ellipse kleinsten Inhalts , und 
das einem Tetiaeder umschriebene Ellipsoid kleinsten Volumens. Von J, Borsch, 



HOHOGEÏTE ÏVKOTIBN. 
N. A. DE M. T. 19, p. 12 — 27. Sur la reduction des polynomes du seeond degr^ 
homogènes h des sommes de oarrés» Par M. H Laureni, 
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J. V. CR. B. 88, S. 96—116. Theorie der linearen Formen mit ganien Coëffi- 
ciënten. Von 0, FroheniutM 
id. B. 89, S. 882 — 886. Znr Lekre von den qnadratitclien Fonnen mit posi- 

tiTen Determinanten. Von F* Menens* 
CL. M. ANN. B.'15, S. 881—406. Sur lea formes qnadratiques binaires indéfi- 

nies. Yon A, Marhoff, 
id. B. 16, S. 587 — 549. Ergansimg einer Untersnchnng von Dirichlet. Von 

P. Baehmann, 
id. B. 17, S. 1—20. Das Doppelyerhaltniss nnd die absolute Invariante binarer 

biqnadratischer Formen. Von Z. Wedehind, 
id. S. 81 — 51. Das vollstandige Formensystem einer binaren Form aehter 

Ordnung. Von von Oall. 
id. S. 71 — 78, 74 — 84. üeber Relationen zwiseben Classenzahlen binarer qna- 

dratischer Formen von negativer Determinante. Note I and IT. Von J, 

Oierster, 
id. S. 189 — ^162. XJeber das vollstandige System einer binaren Form aehter 

Ordnnng. Von von QaU, 
id. S. 217 — 288. IJeber das voile Formensystem der temaren biqoadratischen 

Form ƒ =^ ^1 ■ a?, + a\ » ar, -f ar, » a?j. Von» P. Gordan. 
id. S. 859 — 878. Ueber die typische Darstellung der temaren biqnadratischen 

Form /=irj3arj ^-P,»«, +T,»irj. Von. P, Gordan, 
id. S. 879 — 899. Snr les formes qaadratiqnes binaires indéfinies (second Mé- 

moire). Par A, Markoff, 
id. S. 456. Aaszag aas einem Briefe. Von von GaU» 



IHTEGRAALREKBKIHG. 

N. ooBE. M. T. 6, p. 151—155. Sur l'intégrale /rfa? VT+?^(1— **). Par 

E. Catalan. 
J. V. CB. B. 87, S. 184—188. On the triple ^-functions. By A, Cayley. 
id. S. 165 — ^169. Algorithm for the characteristics of the triple ^-fonctiops. 

By A, Cayley, 
id. S. 169—171. Zusatz znr obigen Abhandlung. Von C. W. Borehardi, • 
id. S. 175 — 189. TJeber die Erweiternng dea Jacobischen Transformationsprincips. 

Von Z. Komgsherger, 
id. S. 190—198. On the triple ^-fanctions. By A. Cayley. 
id. B. 88, S. 74 — 81. On the addition of the doable ^-functions. By A, Cayley, 
id. S. 82 — 84. Bemerknngen zu der Schrift «Ueber die Abelschen Fanctionen 

vom Geschlecht 8." Von H. Weber. 
id. S. 117 — 180. Das Additionstheorem der ^-Fanctionen mit p Argumenten. 

Von If. Stahi. 
id. S. 278 — 296. Beweis eines Satzes von Riemann über ^Gharakteristiken. 

Von S, Siahl. 
id. B. 89, S. 29 — 89. Einige Anwendnngen der Residuenrechnnng von Canchy. 

Von G, Heine. 
id. S. 40—46. Znr Theorie der Transformation der Thetafanctionen. Von 

FrobentMê» 
id. S. 89 — 126. XJeber die Redaction Abelscber Integrale auf niedere Integral- 

formen, speciell anf elliptische Integrale. Von L. KSfUgsberger. 
N. A. ▼. W. Di. VIII. 7 



7v y, CB* 3» ^9'p S. I51-^169. Ueber eine Klasse von Fnactiiraexi m^rarer 

Variabeln, welche durch Umkehnmg der Integrale von Losangen der 

}i«eiare« DüfereAtialgleichiiBgea mit ratiomtlen Coeffioienteii «njtotehen. Vou 

X. Fuehs. 
.hI« S. 1,70-484 Zva Xösusg 4es Jacobisclwn UmkehnmgBproblemB. Von 

H. StaM. 
id, S. 1B6— 980, V^x das AdditionstheoFevA der Hietafamtioiieii mehareier 

Variabeln. Von O, Frobenius, 
id. B« 90^ 5, 71-^78. Aoszug aas einsm Schreibea m C. W. Bofcbardt. Von 

X. Fuehs. 
id, 3* 109^168. Allgemeine Bemerkmigen zom AfaeUohen Theonm. Von X. 

Koniffsberffer, 
id. S. 883*^-388, Sar rintégnle Eolodenne de seconde espèce. Par M. Ck, 

MermUf, 
CL. MATH. ANN. B. 16, S. 88 — 88. Ucber die Transformation fünften Grades der 

hyperelliptischen Fanctionen erster Ordnong. Von M. Eramse. 
id. S. 112. Ein allgemeiner Satz der Integrirbarkeit. Von P. du Bau-JUymond, 
i^ S, 115*^128. Der Beweis des Fondamentalsatzes der lategralrechnong 

f^^F' {:t)da^ = F{b) — J(a).^ Von P. du Bois-Bêymond. 
id. 8. 264-^266. Ifixtrait d'ane lettre k M. C. Neumann de 7. PtoêzyöH. 
id. S. 270 — 844. Zor Theorie der Thetafünctionen von beliebig vielen Argumenten. 

Ton M. mthir. 
id. B. 17, S. 115—122. On a theorem relating to tiie Maltfple ThetaAmetions. 

By A. Cayley. 
id. S. 218 — ^216. Ueber eine Gleichung zwischen Thetafanctionen. Von A, 

Fnneper, 
id. S. 485—455. TJeber die lineare Transformation der hyperelliptischen Fonc- 

tionen orster Ordnong. Von Jif. JSrause. 
id. S. 660 — 564. Erweitenmg des Abel'schen Satzes von der Form der alge- 

braisch-logarithmisch ansdrückbaren Integral algebraischer Ftmctionen. Von 

X. ZSniffsier^er, 
id. S. 665—574. TJeber gewisse Theilwerthe der ^-Function. Von P. Klein, 
1. D. L, T. 6, p. 1—18. Snr une formule d*Enler. Par M. Bemite. 
scsL. ^rrsGBS. B. 26« S. 835 — 342. TJeber eine Verwandte der Gammafanction. 

Von SeMomüeh. 
id. 8. 861, 852. TJeber den Qaotienten zweier Gammafonctionen. Von Sehlomilch* 



TTgnefl -R.AT.mr (BBPAAEDB). 

GR. ABCH. B. 6&, S. 110, 111. Directe Bestimmang des Integralaf f ^UigSirngdx, 
Von JUffcwH»^ 

N. CORK. X. T. 6, p. 275. Question 540. Par E, Cesaro, 

bvuCn XATH. T. 8, .p. &4^-«^52. ]>étenni2kation de la valenr-limite dHme inte- 
grale qui se présente dans la theorfb des séries trigonopiétriques. Pïir M. 
P, du BoU^Uejftmmd^ \ 

CL. XATH. ANN. B. 16, 8. 182—208. Zur Theorie der Besserschen Fonc^nen. 
Von (?. Lommei. 

j. DE L. T. 6» p. 288 — 886. Etude sur les formuJea d'approadmation qui ser- 
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went k caleder la Tolenr nnmériqiie d'ane integrale «léfinie. Par M. 
22. Radau, 
scHL. KEiTBOHB. R 26, 8. 108^106. Emige Bemerkungeii abet des Meiproken 
Yferth der Gammafnnktiom Von SeMomilch* 
id. S. 10e>— 117. Bestimmang des iafinitilnn Werthe» des IntogMas ƒ ^M*^^* 

Voa K Sehrader. 
id. S. 117—119. Nachschrift von 0. Sehlomihk. 
N. ARCH. Dl. 7, Biz. 207*^212. Bepaling Tan de waacde dtt aitdrokkliig 

•^0 »^ K CoJ^p 



KEGELSNEDEN. 

6B. ABCH. B. 65, S. 215—218. Anmerknng za dem AnfSsatze: wBeitrag zor 

ElHpBe", T. LVIII, p. 443. Von W. Jerdbez. 
id. S. 420—422. Nener Ellipsograph. Von D, Sidersky. 
N. COBB. H. T. 6, p. 48 — 51. Conootird Académiqae (Dooai) 1879. Par V. Jamei, 
id. p. 51, 52* Questions 8, 9. Par 7. iV^. 
id. p. 79. Question 405. Par S, Cetaro, 
id. p. 86, 87. Question 504. Par Mangon, 

id. p. 105—109. Propriétés de I'Ellipse. Par G, de LongehdfUpè 9ot* 
id. p. 183. Question 616. Par K Jémet. 

id. p. 202 — 206. Dea ooniques satisfoisant Jk qoatre eonditionsA Par R Caialam, 
id. p. 222—224. Extrait d'une lettre de M. Q, de Lonffehaatps. 
id. p. 238, 234. Question 533. Par A. LeinekugeL 
id. p. 284—236. Question 534. Far A, Leinekugel, 

id. p. 241—250, 289—209. Sur les nonnales è I'ellipse. Par M. /. Neuberg. 
id. p. 269^278. Question 533. Par T. Jamet, 
id. p. 286. Question 552. Par B, CeMro, 
id. p. 381—887. Question 568. Par E. leinekugel. 
id» p. 448, 449. Théorèmes sur les ooniques. Par M. 3. CaiHt&g» 
id. p^ 468, 464. Question 262. Par E. N. 
id. p. 514—518. Question 252. Par /. Neuberg. 
N» A. Dl K. T« 19, p. 1—12. Composition mathématique pour Tadmission en 

1879, k TEcole Polyteclinique. Remarques géométriques. Par if. N, 
id. p. 60-- 42. Sor le oercle qui passe par les pieds des trois normales abaisséês 

d'un point de Tellipse sur la courbe. ' Par M. JFeUL 
id. p. 68 — 71. Sur le centre et le rayon de courbure en un peint d'una ooni- 

qtie. Par M. G, de Longehamps, 
id. p. 74 — 76. Propriété des courbes on des surfaces du second ordre homofo- 

cales. Par M. G. Koenige. 
id. p. 91 — 94. Sur un lieu géométrique. Par M. A, Mace de Lépinay. 
id. p. 120 — 122. Demonstration géométrique d'une propriety des foyers extérieurs 

au plan d'une eonique. Par M. E, G, 
id. p. 253 — 261. Note sur le triangle inscrit et ciroonscrit k deux ooniques. 

Par M. WeiU. 
id. p. 279, 280. Note sur la eonstrnction des Normales k TSUipse. Par M. 

E. Lueae* 
id. p. 881 4 832. Remarque sur la composition do mathesmtiques proposee en 

1879 pour Tadmission k TEcole Polytechnique. Par N, N, 
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N. A. DE M. T. 19, p. 887 — 840. Composition mathématique poar radmission k 
l'Ecole Polytechnique en 1880. Par N. N. 
id. p. 847 — 850. Sur les coniqaes qui passent par trois points et ont on dou- 
ble contact avec nn cercle donné. Par M. Laguerre, 
.id. p. 867—878, 442—450. Théorèmes sur la Parabole. Par M. WeiU, 
id. p. 897—401. Sur un théorème de M. Chasles concernant les coniqaes ho- 

mofocales. Par M. E. Imcos, 
id. p. 401 — 408. Sar trois coniqaes confocales deux è deux. Par M. E^ Luoas, 
id. p. 468—470. Question 1882. Par M. BobagUa, 
J. y, c£. B. 89, S. 70 — 78. tJeber die von Möbias gegebenen Kriterien in der 

Theorie der Kegelschnitte. Von E, Hunyadg, 
CL. HATH. ANN. B. 17, S. 21 — 80. Zur Theorie der Kegelschnitte. Von J, 
Eosaneê. 



KEIIINGBBETTK. 
GR. ARCH. B. 65, S. 488 — 448. Bechenschema fur die Verwandlang einer Qua- 

dratwarzel in einen Kettenbrach. Von Hermes, 
J. V. CR. B. 88, S. 10 — 15. Sar une extension donnee a la theorie des fractions 

continaes par M. Tchebjchef. Par M. Ch, Hermite, 
J, DE L. T. 6, p. 99 — 110. Sur la reduction en fractions continues de tf*"^*), 

F(x) désignant an polynöme entier. Par M. Laguerre. 



KBOMHE LU1ÏEN (THEOBIB). 

N. coRR. M. T. 6, p. 266, 266. Une Nouvelle Theorie des tangentes. Par E, C, 

id. p. 851—854, 402—406, 488—489. Theorie géométrique des courbes 

anallagmatiqaes, sections planes de la Cydide. 
id. p. 896—402. Sar la quadrature des oourbes paraboliques. Par E, Catalan, 
N* A. DE H. T. 19, p. 850 — 855. Des courbes algébriques qui ont plusieurs 
axes de symétrie. Par M. A, de Saini-Germain, 
id. p. 492 — 507. Theorie des points singuliers dans les courbes algébriques. Par 

M. a. BieMer, 
j. V. CR. B. 89, S. 136—150. Zur Polarentheorie der Curven und Flachen dritter 

Ordnung. Von MüinoiosJti, 
CL. MATH. ANN. B. 16, S. 180—182. Ucber die Erhaltung des Geschlecfats bei 
zwei ein-eindentig auf einander bezogenen Plancurven. Von E, SeAubert, 
id. S. 245-^269. Note über aussergewöhnliche Specialgruppen auf algebraischen 

Curven. Von L, Kraus, 
id. S. 848—408. üeber Singularitaten ebener algebraischer Curven and eine 

neue Carvenspecies. Von A, Brill. 
id. B. 17, S. 108 — 106. Ueber die Wendepunkte der Curven vierter Ordnung 

mit Doppelpunkten. Von A, Brill, 
id. S. 828 — 881. Die Oleichung fïir die Berührungspunkte der Doppeltangenten 

der Curven 4. Ordnung. Von J, Freyberg, 
j. DE L. T. 6, p. 111 — 114. Essai d*une demonstration d'un théorème de Ge- 
ometrie, rédigé sar l'invitation de M. Charles Hermite. Par M. H, A, 
Sehwarz, 
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8CHL. ZEITSCHB. B. 26, S. 87 — 94. Ueber die Flaohenraome und Bogenlangen, 

welche bei der Bewegung eines starren Systems von einer Oeraden nmschrieben 

werden. Von A, SeAutnann, 
id. S. 214, 216. Beziehong zwischen den Krümmnngsiadien coUinearer Curven. 

Von L. Geisenheimer, 
id. S. 800-^316. Beziehung zwischen den Kmmmmigsradien reciproker, colli- 

nearer and inverser ebener Curven. Von £. O^enheimer, 



KBOMKE LUNEN (BUZONDEBB). 
N. coBR. M. T. 6, p. 66—65. Question 87. Par E. van AubeL 

id. p. 66—69. Question 127. Par J, Neuberg, 

:d. p. 87—89. Question 605. Par K Cetaro, 

id. p. 91, 92. Question 510. Par Q, LambioUe, 

id. p. 121. Extrait d^une lettre de M. E, Fattquembergue, 

id. p. 180—132. Question 685. Par K Jamet et E, Fauquembergue, 

id. p. 158—165. Sur une familie de courbes cycloidales. Par M. E, Dubois. 

id. p. 186, 186. Question 624. Par E, FaMqttembergue, 

d. p. 209—211. Question 69. Par M. 5". Brocard, 

id. p. 211—218. Courbes de poursuite. Par M. H, Brocard. 

d. p. 218—216. Question 118. Par M. H. Brocard, 

id. p. 224, 226. Extrait d'une lettre de M. Bièaucour. 

id. p. 267. Question 397. Par E, Fauquemhergue, 

id. p. 825—827. Question 877. Par E. Fauquembergve. 

id. p. 827, 828. Question 878. Par E. Fauquembergue. 

id. p. 329—881. Question 879. Par M. E. Fauquembergue. 

id. p. 882, 888. Question 549. Par A. Leinehugel. 
d. p. 488—410. Extrait d'une lettre de M. Neuberg, 

id. p. 521—624. Qdestion 583. Par E. Fauquembergue. 

d. p. 654, 556. Question 666. Par L. Cremona. 
N. A. DE M. T. 19, p. 28—42. Sur la construction de la tangente a la courbe, 

^= ~L}l2 — , /(oi) et 9 ((d) designant des fonctions rationnelles des lignes 

trigonometriques de Tangle o), de ses multiples ou de ses parties aliquotes. 

Par M. S. Faurei. 
id. p. 63—68. Sur les questions 699, 799, 800, 982 et 1316 concernant les 

cycloides et épicycloides. Par M. S. Faurei. 
id. p. 94 — 96. Extrait d'une lettre de M. Baton de la Goupillière. 
id. p. 122 — 138. Lieu des points de rencontre des tangentes communes a une 

conique et k un oerde. Par M. R. Le Oointe» 
id. p. 184—188. Lettre de M. Darboux. 
id. p. 236—240. Lettre de M. Bourguet. 
id. p. 840 — 847. Sur les trajectoires d'un point materiel soumis a Taction 

d*nue force centrale. Par M. A. Legoux, 
id. p. 886 — 897. Theorie élémentaire des brachistochrones. Par M. H, Bésal. 
id. p. 460, 461. Question 1820. Par M. E. Fauquembergue. 
id. p. 526, 527. Question 1837. Par M. A. Lroz. 
J. V. ca. B. 90, S. 85—101. Ueber die ebenen Curven dritter Ordnung. Von 

B. Siurm. 
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BVUt. MATH. T« d, p, 136*-*-144. Qnelques théorèmes n^aveaox sur ThypooydoiMe 

è tfois rebjroasflQmeoia. Par M* JF. Ktmtor, 
CL. MATH. ANN. B. 17, S. 510 — 516. Notiz üb<}c «in« regqls^re Rlemaan'sche 

Flëchevom €reeqhleoh.te drei «ad die zwgehörige aNonöalcurTe" vierter, Von 

E, Lyek, 
id» S. 517--522v Ueber die Weadepunkte der Garven vi«rter Ordnang mit Dop- 

pelpaukten {Z\mU N^ 1). Yon A, BriU, 
j, DE L. T. 6, p. 115—128. Sur les propriétés d'une coarbe qui roule sur une 

droite. Par M. H, Besal» . / 

SCHL. ZEITSCHR. B. 25, S. 100 — 103. Eine Construction von Curven drittcr 

Ordnung aas conjungirten Paukten. Von S.eger, 
id. S. 263 — 271. Die PoUcreispaare einer Cyeloide. Von A^ Vietor. 
id. S. 410 — 414. Das Kreuzpendel and das Pendelkreua , Apparate zor gmpU- 

schen Darstellung der Schwingungscarven. Von P. Sek&nnmafm, 
N. ABCH. Dl. 7, blz. S3 — 58. Mechanische beschouwingen owr eenige krqmme 

lijnen. Door J, vtm Beufe», 



KBOMHE UnHMOSt TAN DU»8ELB KROXMQirG. 
GB. ABCH. B. 65, S. 287—305. üeber die Bestimmung der Curven durch die 
Relation zwischen Krümmungs^ und Torsionswinkel. Von 12. Hoppe, 
id. S. 373 — 384. Ueber dreifaoh gekrommte Garven und deren Parfllelen. Von 

R, Hoppe, 
id. S. 423 — 426. Bemerknngen betreffend die Auflösung esn«s Knotens in vieiier 

Dimension. Von M, Meppen 
N. COBB..M. T. 6, p. 188*--101. Question 532. Par JE, Oesaro. 
SCHL. ZEITSCHB. B. 25, S. 95<^97. Die Abhangigheit der Bückkehreleuiente der 
Projectionen einer unebenen Curve von denen der Curve selbst. Von Okr, 
Wiener, 
id. S. 119—121. Der cubiseho Krds. Von R, O, C&neenHus, 



HüCHANICA. 
GB. ABCH. B. 65, S. 113 — 160. Ueber die Anziehung von Massenpunkten ins- 
besondere mit Bücksicht auf die Xiotstörungen» Von Winterberg» 
id. S. 435 — 438. MitUerer verticaler Druck des symmetrischen Pendels aaf 

seiner Axe. Von /. Farbas, 
N. CORB. M. T. 6, p. 89, 90. Question 606. Par V. JameU 
id. p. 236. Question 585. Par E, Cesaro, 
N. A. DE M. T. 19, p. 115 — 120. Sar la oomposition des forces dons le plan. 

Par M. U, d^Oeagne, 
J. V. CB. B. 88, S. 131—145, Ueber die elastischen Schwingungen einer isotropen 

Kugel. Von P. Jdriêeh, 
id. B. 89, S. 288—321. Theorie des leuchtenden Punktes. Von W, Voigt, 
id. S. 322—331. Zur Fresnelschen Theorie der Diffraction. Von W, VoigU 
id. B. 90, S. 84 — 38. Bemerkungen zu dem Aufsatze des Herm Voigt ;, Theorie 

des leuchtenden Panktes". Von R Kirehhoff, 
id. S. 49—70. Ueber das pondomotorische Elementargesetz. Von Z). /* Korteweg, 



108 

J. v. CB. B. 90» S. 258--^6. Distortion of an ekstie sphere. By Th, Craig. 
BULL. MATH. T. 3, p. 357—879. De» pro^ de la Mecanique. Par M. L, 

Foueault. 
id. p. 484—488. Sar le taatochroninne faand on a égard au frottement. Por 
M. G, JOarbaux, 
CL. UATTH. ANN. B. 16, S. 583—536. Zvr Theorie der ekktrischea Krifte. Yon 

Korieieeff. 
id. B. 17, S. 400 — 434. Die Principien der Elekrodynamik. Von C. Neumann, 
J. DE L. T. 6, p. 177 — 186, Shi lea problems des temperatures stationnaires, 
de la torsion et de récoolement bien continu, dans les cylindres ou les 
tuyaux dont la section normale est un rectangle k cotes courbes ou est com- 
prise entre demz lignes fermees. Par M. J. Bousnnesg. 
id. p. 215 — 234. Sur l'établissement des equations données par M. Resal pour 
représenter le mouvement d'une courbe funicnlaire plane. Par M. E^Léauté, 
id. Snppl. p. 1 — 64. Mémoire sur Temploi de I'epaisseur dans la theorie des 

surfaces élastiques. Par Mie. Sophie Oermain. 
8CHL. ZEiTSCHR. B. 26, S. 1 — 10. XJebcr Wirbelbewegungen in compressiblen 

Fliissigkeiten. Von X. Griitz. 
id, S. 44 — 48. Ueber Schwingungen einer Seite, deren Spannung eine stetige 

Function der Zeit ist. Von NiemoUer, 
id. S. 147 — 155. Deformation eines elastischen geknickten Stromleiters unter 

Einwirknng des Erdmagnetismus. Von Ntemoller. 
id. S. 342 — 345. Correcturformel fur das logarithmische Decrement. Von W, 

Broun, 
N. ARCH. Dl. 7, biz. 1—32. Beschouwingen over de toepassing der wiskunde op 

de Natuurkunde. Door P, M, Heringa. 
id. blz. 164 — 206. Over de beweging van stelsels gebonden aan voorwaarden, 
die afhangen van den tgd. Door P. van Geer. 
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0& JlBCK. B. 66., S.. 8 34 ■386. ConstructioBsaufgaben. Von JL Baimsti^r. 
N. coBB. M. T. 6, p. 19—23, 97—100. Propriété des triangles. Par M. H. Broeard. 

id. p. 86, 36. Eztraits d'une lettre de M. Neuberg. 

id. p. 72—74. Question 148. Bir J. Ikmharg. 

id. j^ S8. QuiBstioQs 495, 496. Par E. vxm Jubel 

id. p. 146—151. Propriety d'uno lerie de triangles. Par M. M, Braeard, 

id, p. 165-*168, 216, 216, 364—366, Exerciees d« Mathematiques élémon- 
taires. Par M. J. JVeuberg. 

id. p. 172» 173. Extjrait d'une lettre de M. CaiaU». 

id, p. 186—188. Qaesti^B 628. Par E. Jaequiüa. 

id« p. 219-^21. Eztrait d'une lettre de M. Neubarg. 

id. p. 277> 27^ Question 544. Par /. B. Bartin. 

id. p. 472—474. Question 573. Par J. Neuberg. 

id. p. 509—612. Sxtrait d» lettres de M. £. Lewadne, 

id. p. 618, 519« Qaestioi 673, Par V. Jamei, 

id. p. 624, 525. Question 690. Par X Fauquembergue, 
K. A. SI V. T. 19» p. 304—^07. DemoaatratioBs de théorèmee énoaees dans les 
Nouvelles Annales. Par M. M. d^Ocagne. 
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N. A. DE M, T. 19, p. 461^—464. QoeBtion 1826. Par M. Moret-Blane. 

id. p. 464—467. Question 1827. Par M. Moret-Blane. 

id. p. 473^476. Question 1841. Par M. J, M. Faure. 

id. p. 557, 558. Question 1846. Par M. Fauquemhergue, 
N. ARCH. Dl. 7, biz. 218. Yerdeeling van den hoek in een willekeurig aantal 
gel^ke deelen. Door J. H, van Leeuwen, 



05TWIKKBLING VAN PUNCTEBN. 

GB. ARCH. B. 65, S. 171—175. Developpement en série entière de (l+öa-)i. 

Par P. JppeU, 
N. COBB. M. T. 6, p. 100—105. Sur quelques developpements de CW ami et de 

Sin ma. Par E, Catalan, 
id. p. 226—227. Extraits d'une lettre de M. Baehr, 
id. p. 281—286. Question 551. Par Radieke ot Leinehugel. 
id. p. 508 — 507. Demonstration du théorème de Standt et de Clausen. Par 

M. A. Badiehe. 
J. v. CR. B. 88, S. 85—48. Sur le développement d'nne fonction suivant les 

puissances croissantes d'un polynome. Par M. Laguerre, 
id. B. 90, S. 186 — 188. Sur quelques théorèmes relatifs au développement des 

fonctions et aux covariants. Par M. Faa de Bruno, 
CL. M. ANN. B. 16, S. 1 — 82. Recherclies sur les fonctions cylindriques et le 

développement des fonctions continues en séries. Par N, Sonine, 
id. B. 17, S. 85, 86. Ueber Reihenentwicklung nach Bessel'schen Fnnctionen. 

Von «71 K&niff. 
id. S. 123 — 132. Ueber die trigonometriscbe Reibe und die Darstellung will- 

kiirlicber Punctionen. Yon A. Harmaek, 
id. S. 581— -544. Ueber die asymptotischen Wertbe der Coëfficiënten in der 

Entwickelung einer beliebigen Potenz des Radius Vectors nach der mittleren 

Anomalie. Von W, Scheihner, " 

id. S. 545—560. Ueber die asymptotischen Werthe der Coëfficiënten in den 

nach der mittleren Anomalie vorgenommenen Entwickelungen. Von W, Seheibner, 



OFFEBVLASXEN (THEOBIB). 
N. OOBB. H. T. 6, p. 1—8. Mémoire sur les conrbes enveloppes de cereles et 

sur les surfiices enveloppes de spheres (Fin). Par M. A. Bibaueour, 
id. p. 24 — 80. Application du théorème de RoUe & la theorie de rosculation. 

Par M. Saltel. 
id. p. 114—118. Sur le théorème des faisceauz. Par M. B, Buhoie. 
J. T. OB. B. 87» S. 146 — 160. Ueber einige nicht algebraische Minimalflachen, 

welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten. Von H, A, Sehwarz, 
CL, MATH. ANN. B. 16, S. 560—570. Zur Untersnchung der Flachen der Centra. 
Von A, Voss, 
id. S. 671 — 576. Zur Theorie des Riemann'schen Krümmnngsmasaes. Von A. Foes, 
id. B. 17, S. 110—114. Synthetischer Nachweiss des Euler'schen Satzes fiber 

Krilmmnngsradien. Von W, Marx, 
id. S. 585, 576. Bemerkung zu der Bestimmnng der Anzahl der Torsallinien 
einer Regelflache. Von ff. Schubert, 



106 

OPPERVLAKKEN VAN DEN TWEEDEN GKAAD. 

N. COEB. M. T. ö, p. 187—189. Question 518. Par E. Fauquemèergue. 

id. p. 489, 490. Sar une propriété des surfaces du second degié* Pai j&l C7. 
N. A. DE M. T. 19, p. 82-^86. Solution de la question de Mathématique^ Spé- 
ciale» proposée au Concours d'Agrégation de 1878. Par M. Gamb^i 
id. p. 86—89. Solution d'une question de licence. Par M. B, Cowrie^ 
a* p; 411 — 421. Questions proposées par M. H. Faure. Paf M< MoteUBUme. 
J. t. cn^ B. 89, S. 47—69. Beitrag zur Theorie der Flaéhen zweiten Grades. 

Von L. Munyady. 
BULL. MATH. T. 3, p. 14—26. Sur les sur&oes homoibcalés dn seeond ordre. 

T&Ï M. Laguerre, 
scHLi ztiTscHB. B. 25, S. 72—86. Ueber die ellipsoidischen Oleichgelnchts- 
figuren der Satelliten der Erde und des Jupiter. Von L, Métthieêsvn, 
id. S. 98 — 100. Zur Construction einer Flache zweiter Ordnung aus neon ge- 

gebenen Punkten. Von Heger. 
id. S. 166—170. Zwei Berfihrungsaufgaben. Von F. MerUna, 
id. S. 405 >- 409. Ueber die ellipsoidischen Gleichgewichtsfiguren und die Urn- 
drehuBgsgesehwindigheit eioer houK^enen fiüséigen Masie bei gegeb^Mr 
Energie. Von JT. Stier, 
idii Sé 414 — 416^ Ueber die gemeinsamen Tangenten zweler Flaohe zweiten 
Grades, welche ein windschiefes Vierseit gemein haben. Von F* SehMr, 



OPPERVLAKKEN (bUZONDEEE). 
GR. ARCH. B. 65 , S. 73 — 109. Die Regelflache yierten Grades mit zwei Doppel- 
geraden. Von J. Ameaeder, 
id. S. 239 ~> 286. Ueber rationale Regelflachen vierten Grades. Von Ak Ameseder, 
N. CORR. M. T. 6, p. 176—181. Question 310. Par E, Duboisé 
id. p. 193—201, 300—305, 337—341. Sur les surfaces k generatrices circu- 
laires. Par M. Demartres, * 
id. p. 439 — 146. Sur la Cycloide. Par E, Catalan. 
id. p. 556—560. Question 584. Par E, Fauquembergue et E, C» 
ii Vi CR. B. 87, S. 161 — 164. On the Tetrahedroid as a particular case of the 
16-nodal quartic surface. By A, Cagley, 
id. B. 88, S. 22—34. Ueber die durch den Malnsscheb Sat2 definitteii flachen. 

Von Ö. mthiff, 
id. Sj 67—73. Ueber einige Eigenschaften der Flachen mit constantem Krüm> 

mungsmaass. Von J. N, Hazzidaku. 
id. S. 213—240* Zur Theorie der Flachen dritter Ordnung. Von R. Sturm, 
BULL. MATH. T. 3, p. 238—240. Note sur la Cjclide. Par M. Elliot. 
CL. MATH. ANN. B. 16, S. 577—582. Ueber die Flachen mit constanter negativcr 

Krümmung. Von L, Bianchi, 
id. B. 17, S. 473—509. Ueber Aufstellung und Untersuchung von Gruppe 

und Irrationalitat regularer Riemann'schen Flachen. Von W. Dgek. 
scHL. ZEiTSCHR. B. 25 , S. 207—213. Ueber die Wellenflachen zweiaxiger Krys- 
talle. Von 0. Böklen. 
id. S. 280 — 299. Ueber einige Eigenschaften des Cylindroids. Von J, B, GoebeL 
id. S. 346 — 351. Ueber die Wellenflache zweiaxiger Krystalle. Von Ö. Böklen. 
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POTENTIAAL. 



6B. ARCH. B. 65, S. 19 — 56. Ueber aquipotentiale Massenverteilungen. Von 
. Buêsmann. 
id. S. 57 — 64. Potential des spharischen Dreiecks. Von M. Hoppe, 
CL. MATH. ANN. B. 16, S. 409—431. Neue Satzó über das Logarithmische 

Potential. Von (7. Neumann, 
id. S. 482 — 440. Neue Satze über das Newton'sche Potential. Von C. Neumann. 
J. DB L, T. 6, p. 89 — 98. Sur la maniere de présenter la theorie des potentiels 
d'attraction , dans Thypotbèse généralement admise, de la diseontinuité de 
la matière. Par M. J, Bomsinesg, 
SCHL. ZEiTSCHR. B. 25, S. 171 — 195, 244 -262. Ueber die Einwirknng ruhen- 
der und rotirender Kagelflacben unter Zugrundelegung des Weber'schen Ge- 
Betzes. Von E, Lehmann, 



BEEKSEN. 



GR. AECH. B. 65, S. 829—834. Die Bestimmang der Summe .2*^^ Von 

Liffoufskt/, 
N. CORK. M. T. 6, p. 109—111. Generalisation d*ane formule de M. Catalan. 
Par a J, Laisani, 

id. p, 263 — 256. Remarques sur une série. Par E, Catalan, 

id. p. 276. Question 542. Par E. Cesaro. 

id. p. 312 — 314. Sur la série harmonique. Par M. JE". Cesaro. 

id. p. 418 — 420. Question 494. Par Mangon. 

id. p. 420, 421. Question 567. Par Mangon, 

id. p. 423, 424. Question 570. Par E, Cesaro. 

id. p. 450—462. Quelques formules. Par M. E, Cesaro, 

id. p. 468, 469. Question 561. Par E, Cesaro. 

N. A. DE M. T. 19, p. 450 — 454. Questions proposees par M. Moreau. Par M. 
Moret'Blane. 

id. p. 467, 468. Question 1329. Par M. V, M, Amaud, 
J. V. CR. B. 87, S. 26—73. Ueber die Functionen, welche durch Reihen von dor 

Formdargestellt werden 1 +111.^^1^ £; ^ ^ ^J + . . . . 

^ ^ \ q' q" \ 9> q' q' + 1 q" q" -{■ 1 

Von J, Thomae. 

id. B. 89, S. 262—264. Ueber die Leibnitz'sche Reihe. Von G: Frobenius, 
BULL. MATH. T. 3, p. 480—484. Note sur la formule qui sert de fondement 
è une theorie des séries trigonométriques. Par M. O. Bonnet. 
id. p. 515—520. Sur une valeur approehée de 1^2 et sur deux approximations 
de 1^8. Par M. /. Henny. 
CL. MATH. ANN. B. 16, S. 113, 114. Bemerkungeu über trigonometrische Reihen, 
Von O. Cantor, 
id. S. 267 — 269. Femere Bemerkungen ijber trigonometrische Reihen. Von 
tr. Cantor, 
SCHL. ZEITSCHB. B. 25, S. 48, 44. Convergens der Thetareihen. Von J, Thomae. 
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STELKÜNDE. 

6R. ABCH. B. 63, S. 433 — 435. Die Samme gleichartiger Potjenzen vod den 
Warzeln einer algebraischen Gleichung aU Function der Coëfficiënten dersel- 
ben Gleichnng uud umgekebrt (Neue methode der Ableitung). Von J, Farkas, 
N. COBR. M. T. 6, p. 140. Question 529. Par E. Fauquembergue, 
id. p. 278—280. Question 546. Par E. Cesaro & E. Fauquembergue. 
id. p. 421, 422. Question 568. Par V. JameL 
id. p. 462, 463. Extrait d'une lettre de M. Le Lasseur. 
id. p. 467. Question 468. Par E, Cesaro. 
id. p. 469—472. Question 568. Par C, M, Piuma. 
N. A. DE M. T. 19, p. 459. Question 1812. Par M. A/. Roehettu 
J. V. CH. B. 87, S. 220, 221. Observation relative k Tarticle de M. Sonrander. 
Par M. Souillart, 
id. B. 89, S. 221 — 246. Zur Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels 

ans vier Elementen. Von G, Kettner, 
id. S. 343, 344. Notiz über einen elementaren Algorithmus. Von Stieltjes. 



SUBSTITÜTIJÈN. 



CL. MATH. ANN. B. 16, S. 260—263. On the finite Groups of linear Transfor- 
mations of a Variable. By A, Cayley, 
id. S. 440 — 528. Theorie der Transformationsgruppen. I. Von S, lie, 
id. B. 17, S. 263 — 284. Ueber die invariante Darstellung algebraischer Func- 
tionen. Von M, Not her. 



SYUTHETISCHE MEETKUNDE. 

GR. ARCH. B. 65, S. 161 — 170. Ueber den geometrischen Ort des Centrums 
der Collineation zwischen einer Nichtregelflache zweiter Ordnung nnd einem 
System von Kugelflachen. Von W. Jerubek, 
N. CORE. M. T. 6, p. 181—184. Questions 523, 530. Par Cauret, 
N. A. DE M. T. 19, p. 475 — 479. Question 1341. Par M. E, Bresson. 
id. p. 479. Question 1342. Par M. Bufour, 
id, p. 556, 557. Question 1836. Par M. Moret-Blane, 
J. V. CB. B. 89, S. 79—81. Der Satz von Desargues iiber perspectivische 

Dreiecke. Von E, Hnnyadg, 
id. B. 90, S. 307—321. Zur Theorie der reciproken Verwandtschaft. Von 

Bosanes. 
cL. MATH. ANN. B. 16, S. 89 — 111. Ucber daa bifocal-veranderliche System. 

Von L, Burmester, 
id. S. 209—244. Lagenbeziehungen bei ebenen, perspectivischen Dreiecken. 

Von L, WedeUnd, 
id. B. 17, S. 52—64. Ueber die geometrische Definition der Projectivitat auf 

den Grundgebilden erster Stufe. Von P. Klein, 
id. S. 55 — 61. Sur le théorème fondamental de la geometrie projective. Par 
M. O, Darboux, 
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CL. HATH« ANN. B. 17, S. 457—472. Die trilineare Beziehung zwischen drei ein- 

stufigen Grandgcbilden. Von H, Schubert, 
80HL. ZLiTBOHR. B. 26 , S. 54 — 59. Geometrische Untersadmngen. Von S. Kantor, 
id. S. 279, S80. Ueber die Aehnlichheitspankte der Kugein einer Dapin'sehen 
Kugelschaar. Von Kröber. 



N. A. DB M. T. 18, p. 837—356, 385—397, 532—548. Mémoire sar la repre- 
sentation des sarfaces et les projections des cartes géographiques. Par M. 
J, Tisspt. 

GR. ABCH. B. 65, S. 443—445. Ueber das Gesetz der Sanlenyeijüngung. Von 
K Haiti, 



VEELHOEKEN. 



6B. ARCH. B. 65, S. 218—221. Ueber den Schwerpankt des Vierecks. Von 

K Noggerath, 
id. S. 221. Schwerpankt des Viereckes. Von P, Jolmen, 
id. S. 221—223. Théorème de Geometrie plane. Von W, Kapieyn, 
id. S, 445, 446. Ueber den Schwerpunkt des Vierecks. Von StoU, 
id. S. 446, 447. Die Anzahl S„ der innerhalb eines n Eckes fallenden Schnitt- 
punkte seiner Diagonalen. Von F, Englert 
N. COBR. M. T. 6, p, 52 — 56. Question 48. Par /. Neuberg, 
id. p. 84 — 86. Qaestion 503. Par Mangon, 
id. p. 228. Extrait d'une lettre de M. l*abbé Qelin, 
id. p. 236, 237. Question 636. Paï J. Leinekugel 
id. p. 662. Qaestion 591; Far L, Lemoine. 

N. A, D£ M. T. 19, p. 57 — 59. Théorème sar les polygones inscrits et cir- 
conserits k la fois k deax conférences. Par M. WeiU, 
id. p. 280—287. Extrait d'une lettre de M. Talagraek, 
id. p. 456, 457. Note relative aux intersections intérieures des diagonales d'un 

polygene convexe. Par M. Idonnet. 
id. p. 470—472. Qaestion. Par M. A. Droz, 
id. p. 508-^513. Solution des questions de mathématiqufis élémentalves pro.po- 

sees an concours general de 1879. Par M. Lannes, 
BULL. MATH. ^, 8, p. 64-:-72. Sur les polygones GircQn9criptible8 k an ceicle. 

Par M. G. Barboux. 
J. DE L. T. 6, p. 348—880. Theorie générftle 4e8 polygones étoilés. F^r M. Q, 

Bosior, 
scHL. ZEIT8GHB. B. 25, 6. 215, 216. Binige Notixen iibpr das Faacal'schjO Secha- 
eck. Von JP, Oraefe, 
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J. DE L. T. 6 , p. 209—226. Propriétés g^flérales des polyèdres régulieïs é);oil4s. 
Par M. G. Lottor, 
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N, go^.. H, T. 6, |>. ^l^i gx^r lp nombrp des sj^ièreis qai t^och^t ^n^e 

plans donnés. Par M. If^en^, 
id, p. 90, 91. Qaevtion S07, Par F. ^^met. 

id. p. 118, 119. Sur l'existence de certains pol^èdnjBs. Par E, Cfsaro, 
id. p. 122—124. Queiaition 215, ]Pw E, Bf^^s. 

N. A. DE M. T, 19, p. 183^1.38. Qiielqaes jihéorpni^s ^ur l^s t^raè4ine9 dont 
les arètes oppos^ spnt é^es 4eux k 4efi^, et aplation de la quest^pn 127^. 
Par M. E» Lemoine. 
ld, p. 409 — 411. Solution de^ ciüerci^ei s^r lie té^raèdre proposes par M. Oenl^. 

Par M. Chéfih-Bey, 
BULL. MATH. T, 3, p, 4?4-r4j56. Si^r lfi# sjr^tèmfjs 4eBn^iQ^e9 de trois ^tra^ri^. 
Par M. Cyparinoê Stephanos. 



V£fiG£LIJKING£N MBT £ENE ONB£K£ND£. 

GB. ARCH, B. 65, S. 894—419. üntersuchungen über algebraische Gleichnngen. 

Von J. Siehel, 
id. S. 426 — 429. Sorücki&lirang der voUst&ndigen Gleiohnng vierten Grades 

oof mne jr^ippffe plei/shnpg sfw^it^ Pfa4§S' YPii Ugowsii, 
N. CORK. M. T. 6, p. 38, 39. Ëztrait; d'ane lettre dfi M. (7. «^ Lonff^hamps, 
id, p. 173, 174. ^mf. c|e dexïj letjires de }IL. 4 Zéuy. 
id, p. 174, 175. Extrait d'une lettre de M. A. Letrait, 
id. p. 250 — 253. Sur rextension du théorème de Descartes. Par M. E, Lueas, 
N. A. n^ M. T. 19, p. 49—57, 97—105. Sur la determination d'une limite 
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STUDIËN OVER KAARTPROJECTIËN, 



CH. N. SCHOIiS. 



Antwoord op prijsvraag »**. 3 voor liet jaar 1880, 



In de hiervolgende verhandeling worden, behalve de in de prijs- 
vraag bedoelde projectie met paraUolische meridianen en parallellen, 
nog vier andere conforme kaartprojectiën behandeld; namelijk de cirkel- 
projectie van Lagrange, eene projectie, waarbij de meridianen en 
parallellen door homofocale ellipsen en hyperbolen worden voorge- 
steld, eene kaartprojectie met eenvoudige formules voor de bereke- 
ning van de coördinaten en eene niet symetrische kaartprojectie met 
minimumafwijking van de vergrooting, om die projectiën met de 
eerste te kunnen vergelijken. Al deze projectiën worden toegepast op 
de kaart van Nederland. 

Vooraf gaan eenige algemeene beschouwingen omtrent conforme 
kaartprojectiën, hoofdzakelijk met het doel om na te gaan in hoeverre 
het, bij een terrein van geringe uitgestrektheid, mogelijk is, de ver- 
andering, die de vergrooting daarbij ondergaat, binnen zoo nauw 
mogelijke grenzen in te sluiten. 



N. A. V. W. Dl. VUT. 
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HOOFDSTUK I. 

ALGEMEEN OVEBZICHT. 

§ 1, De tér beantwoording gestelde vraag luidt als volgt: 

;/Als verschillende parabels allen een zelfde brandpunt hebben, en 
//Ook hare assen allen langs eene zelfde rechte lijn vallen, zullen al de 
/y parabels, die hare opening naar dezelfde zgde keeren, rechthoekig 
//gesneden worden* door al de parabels, welker openingen naar den 
//tegengestelden kant gekeerd zijn. Men vraagt deze eigenschap, zoo 
//mogelijk, dienstbaar te maken aan eene geschikte samenstelling van 
//landkaarten, waarin de meridianen en parallelcirkels door bogen 
//van genoemde parabels worden afgebeeld; of anders aan te toonen, 
//dat deze eigenschap tot het bedoelde einde onbruikbaar is." 

In korte woorden kan het antwoord daarop als volgt worden 
samengevat: de bovenbedoelde eigenschap kan dienen als grondslag 
van eene kaartprojectie; er zijn echter andere kaartprojectiën , die in 
het algemeen beter zijn, zoodat bedoelde projectie slechts in zeer 
enkele gevallen met vi-ucht kan worden toegepast. 

Dat het in het algemeen mogelijjk is eene kaartprojectie te ontwik- 
kelen, waarbij de meridianen en de parallellen door bovenbedoelde 
parabolen worden voorgesteld, is gemakkelijk in ie zien. Men heeft 
slechts vaïi beide stelsels een zeker aantal te teekenen, waarbij de 
parameters volgens eene willekeurige wet veranderen, en in het net, door 
deze parabolen gevormd, het terrein verder in teekaiing te brengen. 

Of eene dergdigke prqjectie geschikt is, om van het terrein eetfe 
behoorlijke voorstdling te geven, en op welke wijze men dé parame- 
ters van beide stelsds van parabolen moet laten veranderen, oïn voor 
een bepaald terrein eene zoo gunstig mogel^e voorspelling té ver- 
krijgen, vordert éené uitvoerige beschouWinig. Men 2ial datfrtoe iü 
de eerste plaats dienen na te gaan, aan wéUce eischeii de prójeeüe 
moet voldoen; en in de tweede plaats zal men die projectie met an- 
dere projectiên dienen te vergelijken. 

§ 2. De voorwaarden, die w^* hier aan eene kaartprojectie zullen 
isteQen en waaraan wij de bovenbedoelde projedie dus zullen toetsen, 
zgn de volgende: 

V. De hoeken in de kaart moeten volkomen overeenkomen met 
de hoeken van het terrein, of wat op hetzelfde neerkomt, er moet 
gelijkvormigheid bestaan tusschen de kaart en het terrein, voor zoo- 
verre betreft de kleinste deelen daarvan. Eene kaartprojectie, die aan 
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deze voorwaarde voldoet, draagt den naam van ^o^fona^ of orjbiho- 
morphe projectie, 

2°, Is aan bovenstaande voorwaarde .voldaan, dan zal de vergroo- 
ting ivjoor de verscMllende puniea der kaart niet overal dezelfde 
aaia; tam meet isx dam echter voor zocgeni, dat de ^«fw^kiag v^n de 
vergrooting zoo gering mogelijk is, 

8°^ Be rforiindes toot de borekenmg van 4e ïaehtboefcige ooördi- 
^naéen Tan -punten, gegeven door lengt» ea breedte, meete^i ^o mor 
rmdig mogcüijk sign «n eene «dbenpe liöFékening toelatol,, h^i met 
of £ond£r n^iool«f berekeokde talels. 

$ t. De earste vam de bovengenoemde vocnrwiaard^n woi^dt wiet 
adtijd laaa/de kiartprcijcctiën ;ge8teld. Bij eene groep van pr^jectiön» 
ibekend (xnier d^n naam van equivale-nte p-rojectlëa, (üe ia»Aar 
>andere Aa. 0]smaii:n, Traite des jor^ffeaUons des eaittei tg^ffv^i^pm* 
ï^aris, Bertnand^ ïVemdère partte, CkapiifEe IIIi, Bc. H^ öfi^qga^iQmi, 
ixhrbmA -èsr Ear\ie7HPrq;ecti0», Weimatr 1873, Viertes Safit^/, 0a 
E. CoLLiGNON, Recherches mr la representation plane de la smfme 
du gkhe i»rresü)e^ Jouraal de TÉcok Polytechniq^vfe» 41» Gakier, 
ip. 7g. — \i&\\, en waartoe onder and^üe de projectie van JBoNi^ of 4e 
aoogenzaiimde gewijzigde prtegedtie van "^éèMvmm^y die aa» >oniae tojiq- 
^^laphiscftLe kaart ien girondalag ligt^ >b^oort., -^ wordt ate yoorwaarde 
gesteld, dat (de anluRtden ^onveranderd moeten :bl$veQ. ,fii^* defie j»^- 
jectoe iDïïdergaan niet alleen de lioeken eene ^resandeninS» omaar ook 
4e >vetg!ro0iing is m tde veiacUieBde.^ehbingen rcmd een féUde punt 
H^eRrchiUend*; isoodat de «jtmodcntae ^een ifaetreUoag heeft op de i^- 
konden, iniet op de afstanden. 

Bq alle 'overige profjeddën» 'die modi tot 'de !e(|iimtoite m&sk ttot 
ide tmmfiMMe ibehooren^ wosden ^de iboelieia (gewjjiagd, m, ondergaat de 
t^^er^ooilng, zoowel dn rde «nerschallende rneUiqgen '^om een 'tselfde 
punt, als van punt tot punt, eene verandering. 

MxiX 'sQeen eobter, omdat «de ^oonébsme 'projectie «de meest gunétige 
liB^, «roMt ^die 'voorwaicrde (hier gesteld;; ^aar in de nnag stelf ligt 
t^ëze ^^ooüWafiKde 'Stilzwijgend opgesloten^ de looixfonae prcgeetie iodi ' 
% 'de «eenige^, waarbij ^de iïierida»nen gsl peralldlen ain de kaart 
'ëMar ^rechthoekig ^mo^n ^den ^). 



') Werd de voorwaarde van de 'cquwalcötie gesteld, .dw «m het antwoord 
ontkexmend moeten luiden. In de noot bij paragraaf 38 wordt aangetoond, dat 
eene projectie met genoemde parabolen als meridianen en piarahellen alleen 
'ifeüfe ^eqntviiletttte ^rdjeirtfe kan «ijn % bet -bijifondiere geval , 3wt Se ^rabdlen 'dn 
(webte )iynttn overgpum '(xie ook de nobn bQ j$ Mt «en ^ 4B). 

9* 
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In de eerste paragraaf van het tweede hoofdstuk wordt deze voor- 
waarde in vergelijking gebracht; en in hoofdstuk IV, waarin de pro- 
jectie met de bedoelde parabolen als meridianen en parallellen 
nader behandeld wordt, wordt aangetoond, dat het mogelijk is de 
parameters zoodanig te bepalen, dat de projectie conform wordt. Aan 
de eerste voorwaarde wordt dus geheel voldaan. 

§ 4. De voorwaarde, dat de vergrooting bij eene conforme pro- 
jectie voor de verschillende punten van de kaart zoo min mogelijk 
moet reranderen, is moeielijk in het algemeen in formule brengen. 
Vooral voor eene kaart van eene zeer groote uitgestrektheid is dit 
aan groote moeilijkheden onderhevig. Voor een dergelijk geval moet 
men de vergrooting voor de verschillende punten van de kaart uitre- 
kenen en ze daarnaar beoordeelen, vooral door vergelijking met an- 
dere kaartprojectiën. Voor een klein terrein is hei wel mogelijk, die 
voorwaarde in het algemeen in formule te brengen, omdat daarbij 
de vergrooting, ten minste bij benadering, eene zeer eenvoudige wet 
volgt. 

In deze rerhandeling stellen wij ons hoofdzakelijk op het standpunt 
van de ontwikkeling van eene kaartprojectie voor een betrekkelijk 
klein terrein, en nemen daarbij voortdurend de kaart van Nederland 
als voorbeeld. Wij doen dit eensdeels, omdat men in de cirkel- 
projectie van Lageangb eene zeer geschikte projectie bezit voor zeer 
groote terreinen, terwijl de projectie, die wij hier hoofdzakelijk te 
onderzoeken hebben, voor dergelijke terreinen ten eenenmale ongeschikt 
is, zooals uit verschillende omstandigheden blijkt (zie onder andere 
§ 42); anderdeels ook omdat de projectiën voor betrekkelijk kleine 
terreinen, hoewel zij van het grootste belang zijn, meestal onvol- 
doende behandeld zijn , zoodat men slechts uiterst zelden aanw^'zingen 
aantreft, om eene projectie op de beste wijze aan een bepaald terrein 
aan te passen. 

§ 5. Om bij een terrein van betrekkelijk geringe uitgestrektheid 
de verandering van de vergrooting zoo gering mogelijk te maken, 
moet men er in de eerste plaats voor zorgen, dat de afgeleide functiën 
van de vergrooting, in een bepaald punt van het terrein, zoowel ten 
opzichte van de lengte als van de breedte, nul zijn. Aan deze voor- 
waarde, in § 16 in vergelijking gebracht, blijkt de hier te onderzoeken 
projectie te kunnen voldoen (zie § 89). 

De hier genoemde voorwaarde is echter niet voldoende. Uit het 
verder onderzoek, in hoofdstuk II ingesteld, blijkt namelijk, dat de 
punten, waarvoor de vergrooting dezelfde is, gelegen zyn op ellipsen 
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of op hyperbolen, die borengenoemd punt, dat men den naam ran 
het centrale punt geeft, tot middelpunt hebben; en dat die pro- 
jectie, wat de verandering van de vergrooting betreft, de gunstigste 
is, waarbij de lijnen van gelijke vergrooting ellipsen zijn en waarbij 
de middellijn, die den hoek van de hoofdassen midden doordeelt, 
bij de kleinste van die ellipsen, die nog om het terrein beschreven 
is, een minimum is. 

Om nu eene kaartprojectie zoodanig in te richten, dat de lijnen 
van gelijke vergrooting dien gunstigsten vorm verkrijgen, is het 
noodig, dat, nadat reeds aan al de bovengenoemde voorwaarden vol- 
daan is , de formules voor de coördinaten Z en Z van een willekeurig 
punt nog twee parameters bezitten, waarover men naar willekeur kan 
beschikken; in dien zin, dat men aan de derde afgeleide functiën van 
X en JT ten opzichte van de lengte A in het centrale punt bepaalde 
waarden kan toekennen. 

De projectie met parabolische meridianen en parallellen bezit 
deze parameters niet en kan dus ook niet naar behooren aan het 
terrein worden aangepast. Zelfs zijn de lijnen van gelijke vergrooting, 
zoolang het centrale punt op eene grootere breedte dan 45° ligt, 
hyperbolen, en daardoor verandert de vergrooting op eene zeer ondoel- 
matige manier. In fig. Ill zijn eenige van die hyperbolen van 
gelijke vergrooting voorgesteld, en daaruit blijkt, zooals in § 40 
nader wordt uiteengezet, dat men met deze projectie de vergrooting 
alleen tusschen de grenzen 

1±0,00033 = 1±^^,^, 
kan laten blijven; terwijl het mogelijk is voor de kaart van Nederland 
eene projectie te ontwerpen, waarbij de vergrooting besloten blijft 
tusschen de grenzen 

1 ±0,0000571 = 1±T7^^^. 

Eene projectie waarbij dit werkelijk het geval is, wordt later in 
hoofdstuk VII ontwikkeld, ^ 

De cirkelprojectie van Lageange bevat slechts één dergelijken para- 
meter; zoodat deze projectie slechts gedeeltelijk aan het terrein kan 
worden aangepast; men kan het bij deze projectie echter nog zoo ver 
brengen, dat de vergrooting begrepen blijft tusschen de grenzen 

1 ± 0,0000887 =l±TTiyn,'; 
zoodat deze projectie boven de projectie met parabolische meridianen 
en parallellen verre te verkiezen is. 

Alle projection, die symetrie vertoonen ten .opzichte van den meri- 
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êSsaoï yati liêft eentmte punt, lAmm noodssakel^ den tweeden par»* 
löeler ea bmïiön èa% wat de vergwoting betreft, geen bcfcer^vCThoiH 
èiÈg (Oj^eveiten dan de hier bedoeide eirk^rojeotie van Laarmïgb, 
TöiJ deze pwfecti^ behoort ook de in hoofdstuk Y ontwikkelde pro^ 
jeoti^, waarli^ de meridiaxteii en pantüeHen door homofoeale ellipse» 
ett hyperbolen worden Yoorgesteld. Deze projectie bessit ook sliechts 
een parameter en geeft dus, wat de vergrooting betreft, niet» meer 
èsB de {Ot^ctie van LAOBAimfi; zij is echter veel beter dan de 
fHPojedie met parabolische meridianen en parallellen ^), 

} $» Als derde Toorwiarde hebben wj| gesteld, dat de ooërdtnate» 
vm de ptinten, die d.o(x lengte en breedte gegeven zijn, gemakkelijk 
ett nUttwkeorig berekend moeten kunnen worden. Op deze voorwaarde 
wordt b^ de kaartprojeotiën zeer dikwijls weinig gelet. Zoo vindt 
Bieft voor de oirkelprojectie van Laobange voor de eoöïdinaten 
meestal een stel formules opgegeven, die voor de berekening totaai 
ongeschikt zijnj hoewel die formules, door het invoeren van eene 
gemahkel^k te beidccnen hulpgrootheid, een zeer eeavondigen vom 
aimanemïa, waei^ioor zij ooofttiiddeQgk voor loganjtbmische berekening 
gesehikt zijn. 

Daar de projectie v«n Laorange de eenïge bekende is, waarmede 
wf| de te onderzïoeken projectie naar behooren kunnen veigeLgken, 
hebben w^ die projectie in een afzondedijk hoofdstuk behandeld* 
lUmrin zign de fbrmules voor de berekening van de coördinaten tok 
eenvoudige en praktische vormen teruggebracht,, en is de projectie 
tevens aan den vorm van het terrein aangepast. 

Bijj de berekening van de coördinaten, zoo van deze,, als van alle 
«ndjerehier behandelde projeetiën, kunnen vooraf berekende tafels de 
uitvoering van de berekening zeer vergemakkelijken, mits di& tafds 



>> Ann 4e T^po^fapimke ên MiUimM kuaH van het honui^r^ der IMer- 
landen y aan de Qroote Icaart van de hoofdrivieren in Nederland en aan alle 
andere kaarten van Nederland , die daarvan zijn afgeleid, ligt de projectie van 
Bonne of de zoogenaamde gewijzigde projectie van Ï'lamsteed ten grondslag. 
Deze projectie behoort tot de equivalente piojectiën, en is als zoodanig niet 
veohtitreeka net de hierboven behandelde con farm e pvojectiën te vergelijken. 

Be inbonden bleven b^j deze prqjectie onveranderd; daarentegen «ndergf^an de 
hoeken en de afstanden zekere veranderingen. De veranderiDgen , die de hoeken 
ondergaan, klinunen op tot meer dan S'dO*, en de afwijkingen in de lengten der 
l^nen tot meer dan y^Vv ^®^ groote afwykingen vinden wel is waar voor een 
deel hnn oorsprong in de ongunstige ligging van het centrale punt. Bij eene 
betere keuze daarvoor worden die afwijkingen wel kleiner, maar bleven toch nog 
opIBmuiett tat l'10^ i89p. ^^Vv* 
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sleehts een. eujpden injgang latten en eene gemak]|:elüke injfcerpotatie 
toelaten. Die tafels kan men zelfs niet geheel missen, omdat de 
geograplosche breedte Ia de fonnules voor de conforme projectiën 
alt^d pp zeer samengestelde Tir^ze voorkomt, vooral ook tengevolge 
van de afgeplatte gedaante der aarde, die men nergens buiten reke- 
ning kan laten. Wij hebben daarom getiracht, de formules zoodanig 
te vervormen, dat daarin enkele weinige functiën voorkomen, die 
uitsluitend van de breedte afhangen, en die dus vooraf berekend 
kunnen worden. De berekening daarvan is niet zeer omslagtig, 
omdat men daarbij voor de breedte steeds een rond a^^ital ni^nuten 
neemt, terw^l men, zoo men die functie b^* de berekening van de 
coördinaten zelve wilde uitrekenen, steeds te dpen zou h^bb^ met 
secimden en onderdeeleu van secunden, waardoor de berekening niet 
weinig bemoeielijkt wordt. 

Voor al de projectiën, die wij hier behandelen en die voor eene 
kaart van Nederland br^ikbaar zijn, hebben yój dergelijke t^els 
berekend en hier achter gevoegd. Bij al die tafels hebben ^ de 
breedte met honderd secunden laten opklimmen. I^ die tafels is 
overal een decimaal meer opgegeven dan voor de bereke^ing noodig 
is, om daardoor b^ de interpolatie het vorige cijfer nfiuwkeurig te 
vinden. De interpolatie kan overal met evenredige deele^ plaats 
hebben, omdat het verwaarloozen van de tweede ver^hUlen alleen 
invloed heeft op bovengenoemde laatste decimaal. 

§ 7. Toetsen w^* de projectie met parabolische meridiap^n en 
parallellen aan de^e voorwaarde, dan blijkt zij daipraan b^zQ|ider 
goed te voldoen. Uit § 39 blijkt namelijk, dat de formules voor 
de berekening van de coördinaten tot de volgende eenvoudige vor- 
men kunnen worden teruggebracht 

waarin p en S functiën van de breedte z^*n, waarvoor tafels kunnen 
opgemaakt worden, en q eene standvastige voorstelt. 

Geen andere conforme projectie, waarbq de afwijking van de ver- 
grooting voor een willekeurig*) punt van het aardoppervlak maar 
eenigszins gering is, bezit zulke eenvoudige formules. Er zijn echter 



*) De projectie van Mercator heeft eenvoudigere formules, maar deze geeft 
alleen voor punten dicht bij deu aequator eene geringe afw^king van de ver- 
grooting. Deze projectie kan echter beschouwd worden als eon b^jzoj^^r gf^val 
Vl» 4p bqyewfewwle (zje i 4^. 
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onder die prqjectiën sommige, die weinig meer samengestelde for- 
mules opleveren. 

Zoo heeft men bij de cirkelprojectie van Lagbange, die wat de 
vergrooting betreft verre te verkiezen is, de volgende eenvoudige 
formules (zie § 27) 

F=8-\'XTg{cc. 

Daarin zijn jp, q en 8 functiën van de breedte en dus in tafels te 
vereenigen (zie Tabel II). De grootheid a is een hulphoek, die eene 
eenvoudige beteekenis heeft. Voor de berekening is het zelfs nog 
eenvoudiger de formule voor X aldus te schrijven 

X=^p.Tg\a.Co8^\a, 

daar men alsdan slechts eene benaderde waarde van den hulphoek 
a noodig heeft, om hgCoi^^a, in de logarithmentafel te kunnen 
opzoeken. By de beoordeeling van deze formules moet men wel in 
het oog houden, dat van de grootheid Ï^Ja, die in de formules 
voor X enY voorkomt, de logarithme uit de eerste formule gevonden 
wordt, en men die dus niet behoeft op te zoeken. 

§ 8. De betrekkelijk samengestelde vorm, dien de formules voor 
de projectie van Lagbange toch nog hebben, leidt tot de vraag, of 
het niet mogelijk is, eene projectie te ontwikkelen, die dezelfde 
voordeden bezit wat de vergrooting betreft, maar eenvoudigere formules 
oplevert. Langs tweeërlij wegen zijn wij tot dit doel gekomen. 
Vooreerst (hoofdstuk V) door uit te gaan van de eigenschap van de 
homofocale ellipsen en hyperbolen, die elkaar ook onder rechte hoeken 
snijden, en waarvan de hiervoren bedoelde parabolen slechts een bij- 
zonder geval vormen. Aangezien daarin een parameter meer voorkomt , 
kan die projectie, even als de cirkelprojectie, aan het terrein worden 
aangepast. 

Ten tweede (hoofdstuk VI) hebben wy aan de eenvoudige formules 
voor de parabolische projectie een enkelen term toegevoegd, en daar- 
door den noodigen parameter gevonden, die in de eerste ontbrak. 

Door aan deze laatste nog enkele termen toe te voegen, waardoor 
eene onsymetrische projectie verkregen werd, hebben wij eindelijk de 
afwijking der vergrooting tot een minimum gemaakt, zonder tot zeer 
moeil^'ke formules te geraken (hoofdstuk VII). 

§ 9, Door de meridianen en parallellen door homofocale ellipsen 
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en hyperbolen yoor te stellen zijn wij tot «twee kaartprojectiën geko* 
men, die elkaar als het ware aanvullen. 

Door de meridianen door hyperbolen, en de parallellen door 
ellipsen voor te stellen, vindt men (§ 44 en fig. 8) 
X = pSinCX, 

Door omgekeerd de hyperbolen als parallellen , en de ellipsen als 
meridianen aan te nemen, vindt men (§ 55 en fig. 4) 

Xzzzp^Sk.Cj^X, 

De in deze formules voorkomende grootheden p, q en ^S^, en 
Pi9 gi9 Si zijn functiënvan de breedte, en kunnen in tafels vereenigd 
worden. Voor de eerste dezer projection, die op de kaart van Neder- 
land toepasselijk is, zijn dez« tafels in Tabel III vervat. 

De grootheden O en C^ stellen de parameters voor, waardoor de 
projectie aan den vorm van het terrein kan worden aangepast. Z^' 
zijn zoodanig onderling verbonden, dat als de eene imaginair wordt, 
de andere bestaanbaar is. 

§ 10. Bovenstaande formules blijken onmiddellijk veel eenvoudiger 
te zijn, dan die voor de cirkelprojectie; maar beiden zyn voor kleine 
waarden van A eenigszins lastig, doordat men de goniometrische of 
hyperbolische functiën van kleine grootheden moet opzoeken. 

By de projectie van Lageangb doet men in dat geval het best, 
de lopTff\CX met behulp van het tangentengetal, dat in de loga- 
rithmentafels door de letter jT wordt aangegeven, op te zoeken; voor 
de logarithme van Cba* | » kan men echter eenvoudiger schrijven (§ 27) 

welke formule geldig is, zoolang %I'ö«^^«<8.34055 — 10 is. 

Voor de projectie met elliptische parallellen en hyperbolische me- 
ridianen kunnen wij voor dat geval eenvoudiger schrijven (§ 45) 

loffX =j!?j + % A"— A , 
%(r-/S) = ^ + 2%A"+^5-|A; 

en voor de projectie met hyperbolische parallellen en elliptische 
meridianen ($55) 

%Xz=:^3i + %A"+A, 
%(r.:5) = ^ + 2%A"+ï, + iA, 
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waarin p^^ ii ^^ ^ fimctiën v^n de breedte , en é eeoe standyastige 
voorstellen. De grootheid A is eene kkine conrectie, waarran de 
logaritkme, in beide gevallen, gelijk is aan t-\-2lo^?i*'; welke groot- 
heid bij de berekening van hg{Y—-8) van zelf reeds voorkomt, zoo- 
dat men A alleen in de logarith^entafel behoeft op te zoeken. 

Om de bewerking voor beide projectiën beter te kunnen vergelij- 
ken, geyen wij hier een voorbeeld van de berekening. Voor de 
breedte, die wy* \xx het vervolg altijd door de letter <p voorstellen, 
nemen wij cj) = 5n8'20", en voor de lengte A = 1^4'6",30. 

Cürhélprqjéctie van Lagrangb. TcAél IL 

|CA = }A = 82'3V5 %1A''= 3,2840131.7 *) Zo^ 10 'ilf= 6,63778 
T =4,6855874.5-10 ^logTg\cc — h^m^ 
logq =9,8951488.5-10 %A =2,86728 

log Tg\(t = 7,8647494.7-10 
-A= —233.0 
log ^p =7,0073945.8 

Zo^/Z =4,8721207.5 X= 74493,91 

%yjy 1^= 7,8647494.7-10 
Zoy(r--i8') =2,7368702.2 Y-S= 545,595 

^ = -101972,410 
r=- 101426,82. 

Bij deze berekening moet men behalve den hoek \ (7A, zestien getal- 
len opschrijven en vijf grootheden in de logarithmentafel opzoeken, 
namelijk log\X'\T,A,X en {F— 8). De berekening van den hoek 
ICX is hier gemakkdijk, omdat C juist gelijk is aan de eenheid. 
Bij een ander terrein, ^v^aarvoor C eene niet zoo eenvoudige waarde 
bezit, wordt de berekening iets moeietgker; voert men die berekening 
door middel van logarithmen uit, dan }ieeft men nog twee geijaUen 
meer op te achrijyen; men heeft ds^arbij echter niet^ meer in de 
tafel op te moeken, omdat log^G standvastig is. 



1) De b^ deze en volgende berekeningen bijgevoegde achtste decimaal is 
gevontlen met behulp van de tafel van Schbön, en dient alleen om de nauwkeu- 
righeid van de zevende decimaal te verhoogen. De in de tafels voorkomende 
achtste decimaal is overal gevonden door de berekening tot in tien of elf 
decimalen uit te voeren, en kan ]ioo£[8tens eene eenheid van die decimaal foutief z^jn. 



PrqfeeHe met Mpimhe paralleUm en hyperbolische 
meridimm* Tabel III, 

j», = 1,2870887.9 t— 4,8708741.9—10 

log A" = 3,5850431.7 2 log A" = 7,1700863.4 
- A = —109.9 log A = 2,0409605.3 

hgX — 4,872120977 - i ^ = —54.9 

^^ = 0,6959827.7 

log{J-8) =~^7369'378.1 

7-8= 545,680 

iSf=: -101972,437 

X= 74493,95 jr=;= -101426,76 

Bij deze berekening heeft men slechts veertien getallen op ^ 
schi^>en, dus twee minder dan bij de LAeBAKG£-projectie; men 
moet rier grootheden in de logarithmentafel opzoeken (nameügk log A'^ 
A,Zen F-^/8) dus één minder dan bij de vorige; en men heeft 
niets te maken met de standvastige (7, die alleen voorkomt in de 
grootheden p^^ q^y t en 8. 

Het blijkt dus hieruit, dat deze projectie, wat de eenvoudigheid 
van de berekening betreft , staat boven de cirkelprojectie van LAGBANax. 

{ 11. In hoofdstuk VI hebben wij nog eene andere projectie ont- 
wikkeld en daarbig getracht, de formules zoo eenvoudig mogelijk te 
maken, door uit gaan van de formules voor de projectie met para- 
bolische meridianen en parallellen, en daarbij een enkelen term te 
voegen, om de projectie aan den vorm van het tmrein te kunnen 
aansluiten , voor zoo verre dit bij eene symetrische projectie mogelijk is. 

De formules, waartoe wij gekomen zijn, zijn de volgende 

Zie hier de toepassing dier formules op het bovenstaande voor- 
beeld, met gebruikmaking van Tabel IV 

/ogf ^4 =1,2870883.7 logA^:=z 5,566794ö.2-.10 log^^=z 9,51135.4—20 

JQ^rs : 8,5850481.7 ^logX'zz: 7,1700868.4 3/^1^= 10,75518.0 
4,8721815.4 2,7368808.6 0,26648.4 

A,X'= 74495,755 ^, r» = 545,608 
— ^, r » = —1,847 J^ = — 101972,412 
X= 74493,91 y = —10 1426,80. 

Uit dit voorbeeld blykt, dat men even als hjj de vorige projectie 
vier grootheden in de logarithokentafel heeft op te zoqken, namelijk 
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log\'\ -^jA", A^X"*^ en ^jA"', en dat men slechts één getal meer 
heeft op te schrijven, zoodat deze projectie wat de uitrekening be- 
treft, bijna gelijk staat met de vorige. Er is echter eene andere 
reden, waarom zij boven die te verkiezen is. 

§ 12. In de vorige paragraphen hebben wij alleen gelet op de 
eenvoudigheid van de formules en van de berekening. Van veel 
belang is het echter, dat de coördinaten door middel van die formules 
zoo nauwkeurig mogelijk kunnen bepaald worden. Wij hebben 
steeds getracht de formules zoodanig in te richten, dat eene scherpe 
berekening mogelijk is. 

Voor de berekening van de ordinaat Y zijn wij bij alle projectiën 
volkomen daarin geslaagd. Het grootste gedeelte daarvan werd toch 
onmiddellgk gegeven door eene tafel, die vooraf zoo nauwkeurig 
mogelijk berekend kan worden. De daaraan aan te brengen correctie 
(in het behandelde voorbeeld 545,59 a 545,68) kan nauwkeurig ge- 
noeg berekend worden met behulp van logarithmen met zeven decimalen. 

Niet alzoo wat de waarde van X betreft; bij de cirkelprojectie en 
bij de projectie met elliptische of hyperbolische meridianen, wordt 
de X in eens door haar logarithme gevonden, en bij de laatst behan- 
delde projectie het grootste gedeelte daarvan , namelijk : A , A". Is 
nu de X eenigszins groot, en rekent men met eene tafel met zeven 
decimalen , dan zal men die waarde daarin niet meer met de noodige 
juistheid kunnen vinden. Bij eene waarde van 43000 meter komt eene 
eenheid van de zevende decimaal reeds overeen met één centimeter 
en bij de toepassing op de kaart van Nederland waarbij de abscis X 
tot 150000 meter kan klimmen, zal men dus de centimeters niet 
meer nauwkeurig kunnen berekenen. 

Bij de cirkelprojectie en bij de projectie met elliptische of hyper- 
bolische meridianen is het niet wel mogelijk, de formule voor X 
zoodanig te veranderen, dat aan dit bezwaar te gemoet gekomen 
wordt, zonder de formule al te samengesteld te maken en de bere- 
kening' daardoor te bemoeielijken. 

Bij de in de vorige paragraaf aangegeven projectie is dit wel 
mogelijk; voor den term -^j A", waarop het hier aankomt, kan men 
namelijk schrijven (zie § 64) 

^,A"=A-^,,rA", 
waarin A eenvoudig evenredig is met A en dus met behulp van 
eene tafel (zie Tabel IV a) zoo nauwkeurig kan berekend worden, als 
men verkiest. De coëfficiënt A^^ is eene functie van (p, waarvan de 
logarithme door eene tafel gegeven wordt, waarmede de term -^^^ P" A", 
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die klein is in verhouding tot A, nauwkeurig genoeg door middel 
van logarithmen kan gevonden worden. 

De berekening, op deze wijze uitgevoerd, wordt iets, maar niet 
veel, omslagtiger; de nauwkeurigheid van de uitkomst wordt echter 
veel verhoogd. Ter vergelijking geven wij hier de berekening van 
het vorige voorbeeld, met behulp van de Tabellen IV en IV a. 

l** 68323,0120 %2l,= 6,0720445.6 hgA^zz:. 5,5667945.2—10 

4' 4554,8675 /o5f/?^= 3,5185139.3» 2logk''=z 7,1700863.4 

6" 113,8717 /05fr= 3.685043 1.7 2,7368808.6 

0*3 5,6936 3,1756016.6 , 

^= 72997,445 logA^^z 9,51135.4—20 

— j^^jg'^rzr + 1498,310 8logk\ =: 10,75513.0 ^,r»= 645,608 

— ii,A'»= —1,847 0,26648.4 ^^ = —101972,412 

X=: 74493,91 r= -101426,80. 

Uit de vergelijking van deze berekening met de vorige blijkt, dat 
men, behalve de berekening van A, die zeer eenvoudig afloopt, 
alleen %(3" meer heeft op te zoeken. De nauwkeurigheid wordt 
echter aanmerkelijk verhoogd, zoodat men bijvoorbeeld voor de toe- 
passing op de kaart van Nederland alle coördinaten tot in centimeters 
nauwkeurig kan berekenen. 

§ 13. Uit het bovenstaande blijkt duidelijk, dat er verschillende 
projectiën bestaan, die, wat de verandering van de vergrooting 
betreft, veel gunstiger zijn dan de projectie met parabolische meri- 
dianen en parallellen, zonder daarom al te ingewikkelde formules 
op te leveren voor de berekening van de coördinaten. 

Al die projectiën geven echter, wat de verandering van de ver- 
grooting betreft, niet het uiterste, dat bereikt kan worden. Wij hebben 
daarom gemeend eene enkele projectie, waarbij werkelijk dat uiterste 
bereikt wordt, te moeten behandelen (hoofdstuk YII). De formules 
voor die projectie 

zijn natuurlijk samengestelder; de vier bijkomende termen kunnen 
echter met logarithmen met vijf decimalen met genoegzame nauwkeu- 
righeid berekend worden. Zij levert dan het groote voordeel, dat de 
verandering van de .vergrooting aanmerkelijk verminderd wordt. Toe- 
gepast op de kaart van Nederland wordt die verandering van jji^z 
*ot Tihrs teruggebracht. 
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HOOFDSTUK «. 

AijGKEMBfiNB BE&»CiIOUWING£N OVEB CX)NFOBME G¥ 
OEtPHOMORPHS PROJ11GTI£N. 

§ 14. 2ooals bekend iö, is het voor efene conforme of orthomorplie 
projectie, waarbij dus gelijkvormigheid testaat tugschen dè kleinste 
deelen van het terrein en de kaart, noodzakelijk en voldoende, dat 
voor ieder punt twee richtingen, die op het aardoppervlak loodrecht 
op elkaar staan, dit in de projectie ook zijn, en dat de vergrooting 
volgens die twee richtingen dezelfde is. 

Nemen wij voor die twee richtingen den meridiaan en de paral- 
lel, en stellen wij door (p en A de geographische breedte en lengte 
en door x en y de rechthoekige coördinaten van het punt in de 
kaart voor, dan wordt de richtingscoëfficient van den meridiaan in 
de kaart voorgesteld door 

en die van den parallelcirkel door 

By "dx 
BA' ba' 

Staan beide richtingen loodl^cht op elkaar, dan moet het produkt 
vtth beide ridhfcingscoefficieriten geHjk zijn aan minus de eenheid; 'zoo- 
dat dus de eerste van de 'bovengenoemde voorwaarden uitgedrukt 
wordt door 

i-i=-'-- m 

iB(p Ba 
Stelt B den kromtestraal van den meridiaan ter IsMfaedte '^^odf, 
dan is Bd0 de lengte van een elementje van den meridiaan; dit 
zelfde elementje heeft in de kaart tot lengte 



'hiehdt Yolgt dus voor de vérgrööting 'in de riöb4dng n^an 'den «eri- 
diaan, diè wij door de letter m ëuUen voofstdllen', 

... ^WW 

^ — ^ w 



m 

Op overeenkomstige wijze vinden w^* yoor de Tergrooting in de 
richting yan den parallelcirkel, als r den straal tan dien cirkel 
voorstelt. 



.= M«. <e, 

baar nu volgens de tweede van de bovengenoemde voorwaatden 
heide waarden van de vergrooting aan elkaar gelijk moeten zijn, zoo 
vinden wij als tweede vergelijking 



B ~ r ' 

Deze vergelijking kan echter nog belangrijk vereenvoudigd worden; 
uit (1) volgt namelijk 

11 

waardoor bovetistaande vergelijking overgaat in 



's'Jm'H^' v/(M)'Hll)' 



d4> 



SA 



en waaruit door vermenigvuldiging met JZ— en deeling door 



'«■«' u=-M <*> 

De vergelijkingen (1) en (4) zijn voldoende ter ontwikkeling van 
de conforme projection; in plaats van de eerste ktm men echter nc^ 
eene andere stellen; door namelijk tusschen (1) en (4) de parüeele 

differentiaalquotiënten ^ ^^ T^ ^ elimineeren, vindt men 

'dx _ Biy 

^-'^'r'dü ^^^ 

Deze vergelijking in verband met (4) is ook voldoende ter bepaling 
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van de confonne projectiën, en in sommige gevallen te verkiezen boven 
het stel vergeKjkingen (1) en (4). 
Stellen wij nu nog in het algemeen ') 



^) Bg deze en alle verdere ontwikkelingen beschouwen wij het aardoppervlak 
als een omwentelingsoppervlak, zonder omtrent den vorm van de meridiaandoor- 
snede eenige onderstelling te doen. De formules worden daardoor niet alleen 
algemeener, maar tevens eenvondiger. 

Voor het geval van een ellipsvormigen meridiaan met de excentriciteit f , wordt 
bovenstaande fnnctie U 






{l-s^)d9 



-Ncnlca ^Sr(45°4-ly) / l-fSJny. IjM^MPovi' 
~ ^ Tg {45'' -^^q,^) ' Vl+^&'ny ' l^€Sin\^) 

Ontwikkelen w^ deze nitdrukking in eene reeks volgens de machten van f en 

voeren voor zooveel noodig de afplatting p^l — ^l — f* in, dan vinden wij 
na eenige herleiding 

'^ ; 7:9(45'' + } Vol 

. ^{—VrPVn 2B+1, , .-. 2n+I, 

Door hierin voor de excentriciteit f en de afplatting p de waarden volgens 
Bessel te sobstitneeren vindt men 

+ (4,8728490.232— 10)Co«»((p + g»J.5m»(g)— g>J— 
— (l,8748036.597—10)Co«f(y + 9o)-5w|(»— Vo) + 
+(8,9524790.101— 20)Co«{(g)-fyJ.-S*nJ(v—?>o)-cn2* 
In deze formnles stellen de tusschen haakjes geplaatste getallen de gewone of 
briggiaansche logarithmen van de coëfficiënten voor. Door loff worden diezelfde 
logarithmen verstaan en door M haar modnlns. 

Voor het geval, dat men te doen heeft met kleine waarden van het breedte- 
versclul «>'— 9^, is het doelmatig ook den eersten term van bovenstaande formule 
in eene reeks te ontwikkelen, en wel volgens de machten van Sin^igt — yj. 
Ontwikkelen wij daarb^ tevens bovenstaande Sinussen van de veelvouden van 
t(v — «>o) '^olgcïis de machten van 5i»«.J (v — Vq)» dan vinden wij met verwaar- 
lozing van termen van de orde t*Sin*i{<p — 9^, die bij de hierachter volgende 
toepassing op de kaart van Nederland, alleen invloed hebben pp de 18<ie decimaal 



»9» ^ \Cos(p„y ^\Co8<p„/ 



^='^f3^fï^r.ir+^^— »-^^^— J-^-'- 



waarin fi het breedteverschil (9» — 9o)« en y» de gemiddelde breedte i(<p + 9^ 
voorstelt. 
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( -d0=u, . . .: (6) 

waarin (p^ de breedte van een punt voorstelt, dat zooveel mogelijk 
in het midden van het af te beelden terrein gelegen is , — welk punt 
wij met den naam van centraal punt zullen bestempelen, en 
waarvan de juiste plaats later naauwkeurig zal worden aangegeven , •— 
dan gaan bovenstaande vergelijkingen (4) en (5) over in ') 



Nemen wij van deze aitdrnkking de gewone logarithme en stellen daarb^ 

Sinlfi 1 

^ =g en — -■ _ =<», 

dan vinden wij 

U>gü = a + logx-\-logio^ + «i -: +«,—,> 

o»" 01 

waarbij de waarde van de verwaarloosde termen, bij bovengenoemde toepassing, 
slechts opklimt tot eene eenheid van de elfde decimaal. 
De in deze formule voorkomende coëfficiënten hebben de volgende beteekenis 
a :=zlog2{\ —#«) = 0,29812163612, 

* 5(l—é>)V lö l — ** / 
De twee laatste coëfficiënten zijn niet geheel standvastig; zij zijn echter zoo 
weinig veranderlijk, dat men kan volstaan met voor tp^ eene gemiddelde waarde 
te nemen. De fout, die daardoor ontstaat, is bij de hier volgende toepassingen 
naawelykfl merkbaar in de tiende decimaal van %17. Voor g». =52** 18' 20" 
vindt men 

fo^a, = 9,1685755 — 10, /o^ra, =8,79997 — 10. 

Hiermede z^n de logarithmen van ü berekend, die aan de hierachter gevoegde 
tabellen ten grondslag liggen. 

') Zoo hier, als by de verdere ontwikkelingen, hebben wij meermalen te doen 
met grootheden, die fanctiën zyn van eene enkele veranderlijke; in alle die ge- 
vallen zoUen wij, ter vereenvoudiging van de formules, de af|geleide functie door 
een accent aanduiden. 

De gedeeltelijke differentiaalvergelijkingen (6') hebben w\j niet in het algemeen 
geïntegreerd, omdat in ieder van de hierna te behandelen gevallen daaruit an- 
dere differentiaal vergely kingen kunnen afgeleid worden met eene enkele onafhan- 
kelijke veranderlijke, en die dus gemakkelijker te integreeren zijn. De alge- 
meene integraal, die men by na in iedere verhandeling over conforme projectiën 
en in ieder handboek over kaartprojectiën vindt, is 

„ _ F{U+Xl^~l)+F,{U-^Xl^~ ) __ F{ U-h X\^~\)—F, ( 17— Al^~) 

y ■"■ _ — • » X '—' I .. I .^_ . . ■ III . «, 

2 2l-^-l 

Neemt men voor de daarin voorkomende function F en F^ 

N. A.v.W.Dl.Vra. 10 
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a=''r: "U-^'H' « 

welke vergd^kiBgeii voor de yerdere ontwikkelingen boTen de Ter* 
gel^kingen (4) en (5) nog eenige yoordeelen bezitten. 

$15. Om b^ de berekening yan de coördinaten yaü de v^rscbil- 
IfflKle ponten niet met al te groote getallen te doen te knggen, is het 
wenschelijk, dut de oorsprong van bet coördinatenstelsel zooveel mo- 
gelijk in het midden van het terrein gelegen zij. Wij zullen daarom 
het in de vorige paragraaf bedoelde centrale punt als oorsprong kie- 
zen. De coördinaten ten opzichte van dit stelsel zuUen wij steeds 
door groote letters nitdrukken; om ze zoodoende te onderscheiden 
▼aii de coördinaten ten opzichte yan andere stelsels, die bij de be- 
rekening mochten voorkomen. 

Verder zullen wij alle grootheden, die op het centrale punt betrek- 
king hebben, door den index nul onderscheiden, zoodat wij dus voor- 
eerst hebben 

Xo — en F,=zO (7) 



dan verkrQgt men de hier te onderzoeken projectie met parabolische meridianen 
en parallellen. 

Voor de cirkelprojectie van Laobange moet men nemen 
F{ü) = F,{U) = A7h(& + iCU}, 

Voor de prqjeetie met elliptische parallellen en hyperbolische raeridiéBen 
(Hoofdstuk Y) 

F(ü)zzF,{U):sz^Aa{&-^Cü} oï F(U)^F^(U)^A€^^-\-Bir^i 
voor die met hyperbolische parallellen en elliptische meridianen (Hoofflstok Y) 
/•(Cr)=-F,(l7) = -4Cb»(d — CCT). 
Voor de in hoofdstnk VI behandelde projectie is 

F(U)^ F^(U) = A U '\- B ü^ ■\- CU* 
en voor de in hoofdstnk VII behandelde projectie eindel^k 

F(U)=zAU-\-BU^-\-(C-\^D ^'^) ü » , 

F,{ü)=:AU+Bü* + (C—J)l^^)JP. 

Alleen de laatste bevat vier parameters. Één dient voor de bepaling van de 
schaal, de tweede voor de plaats van het centrale punt, de twee overige om de 
projectie aan den vorm van het terrein aan te sluiten. De vier daaraan vooraf- 
gaande projectiën bevatten slechts drie parameters, en kunnen dus slechts gedeelte- 
l^k aan den vorm van het terrein worden aangesloten. De eerste bevat er sledita 
twee, en kan dus in het geheel niet daaraan worden aangesloten. 
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Eindelijk zullen wij de JT-as steeds rakend nemen aan den me« 
ridiaan in het centrale punt, en wel met het positieve gedeelte 
naar het noorden gekeerd. De daarop loodrecht staande X-as 
is dan rakend aan den parallelcirkel van het centrale pont. 
Het positieve gedeelte dier as zullen wij steeds naar het oosten 
richten. 

Uit dè aangegeven richting van de JT-as volgt btmdddeliigk voor 
het centrale punt 

(a=« "> 

Uit de aangegeven ridbting van de J-as, of ook door boveidstèc^de 
uitdrukking in vergeKjking (6) over te brengen , vinden wijj voor dat 
zelfde punt 

mr'--- <" 

Om te zorgen, dat in het centrale punt de overeenstemming tus- 
schen het terrein ea de kaart zoo volkomen mogelijk is, zullen wq 
de vergrooting voor dat punt gelijk aan de eenheid stellen; aoodat 
dus het terrein, in de onmiddellijke nabijheid van dat punt gelegen, 
In ware grootte en vorm wordt voorgesteld. Mocht het later om de 
een of andere reden wenschelijk blijken, de vergrooting Hl dail punt 
niet juist gel^'k aan de eenheid te nemen, dan kan men zulks ge- 
inakkdijk verkrijgen door alïe afmetingen met een zelfden factor te 
vermenigvuldigen. Stellen wijj dus voor het centrale punt in (3) de 
vergrooting »» = 1, dan volgt in verband met (8) 



(n)=' <>«> 



Op dezelfde w^'ze vinden wij uit (2) in verband met (9), of ook 
d!oor (10) in (4) over te brengen, 

^^^ :^o (11) 



\^(p), 



§ 16. De vergrooting m verschilt bij de conforme projectiën van 
het eene punt tot het andere; wil men er voor zorgen, dat die ver- 
grooting voor de verschiUende punten van het voor te stellen terrein 
400 min mogetijk uit elkaar loopt, dan moet men voor een punt, in 
het midden van dat terrein gelegen, dtis voor het centrale punt, de 
afgeleide van de vergrooting zoowel ten opzichte van A als van 
gemk nul maken, dat is dus 

10* 
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of wat op hetzelfde neerkomt, maar voor de berekening eenvoudiger is, 

(f).=»-C^').=«---»^' 

Door vergeKjking (3) in het vierkant te brengen en ten opzichte 
van A te differentieeren, vinden wij 

ll^_ Af— — 4.^^! ns^ 

waaruit voor het centrale punt in verband met (12), (8) en (10) volgt 

■■a-^).=» -■ '") 

Door dezelfde uitdrukking voor m* ten opzichte van te differen- 
tieeren komt er 

d.m^_ 2r()ar ^^ x ^y ^'y 1 / 

Merken wij verder op, dat voor ieder omwentelingsoppervlak 

r'=:^BSin0 (15) 

is, en dat door differentiatie van (4) en (5) ten opzichte ?an A volgt 

7)07) X^ r SA»' ^^ 

j0}^ = —r^-" ' ("> 

dan- gaat- bovenstaande uitdrukking voor * over in 

d(p 






•<J) r» LdA Ba* Ba Ba* ^J ^ ^ 

Voeren wij nu yoor het centrale punt de tweede voorwaarde (12) 
in, en letten wy tevens op (8), (10) en op OTo = 1, dan vinden wij 

(y^),='-«^»^« • •-■^'^ 

Uit de vergelijkingen (16) en (17) volgt verder voor het centrale 
punt, als wij op (14), (15) en (19) letten. 






O (80) 
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en 

' o 



Gt?a).=-^^«^»='-'* ^^^> 



Door de vergelijkingen (4) en (5) ten opzichte van te difEeren- 
tieeren vinden wij 



?^a? _ rR'-Rr\ ^y R d^y 

waaruit voor h§t centrale punt volgt, als wij op (8), (10), (20) en 
(21) letten. 



(—) = 



o ^0* -^0 



en 

o 



(P).=»--- ■■•••••<"' 



§ 17. Uit de in de beide vorige paragrafen ontwikkelde waarden 
voor de gedeelteligke dilferentiaaïquotienten van X en F in het cen- 
trale punt kunnen wij een paar betrekkingen afleiden, die bij onze 
verdere ontwikkelingen van eenig nut kunnen zijn. 

De kromtestraal van den meridiaan in de kaart, wordt voor een 
willekeurig punt uitgedrukt door 



m'H%)7 



Brengen wij hierin de waarden over, die gelden voor het centrale 
punt, dan wordt die kromtestraal oneindig groot. 

De kromtestraal van de parallel in de kaart wordt uitgedrukt door 

^x ^^ y ^y ?* X 
en deze uitdrukking gaat voor het centrale punt over in 

als N de lengte van de normaal tot aan de omwentelingsas voorstelt. 

De eerste dezer uitkomsten leert, dat onder de in § 16 genoemde 

voorwaarde, het centrale puntjn de kaart alleen kan overeenkomen 
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met een punt, waar de meridiaan een oneindig grooten kromtestraal 
bedt. De laatste uitkomst leert, dat in dat punt de kromtestraal ran 
de parallel gelijk is aan de lengte ?an het stuk van de beschr^yende 
lyn Tan den omhullingskegel, die het aardoppervlak aanraakt volgens 
den parallebirkel van het centrale punt, begrepen tusschen het raak- 
punt en den top. 

§ 18. Voor de vergrooting m hebben wij hiervoor twee uitdruk- 
kingen (2) en (3) ontwikkeld. Voor het geval echter van een klein ter- 
rein, dat zich in de verschillende richtingen slechts over enkele weinige 
graden uitstrekt, is het doelmatiger de waarde van m of van m* in 
eene reeks te ontwikkelen volgens de opklimmende machten van 
^— c^Q=(3 en van X; waarbij wij, voor wat de lengte betreft, uit- 
gaan van de onderstelling, dat de meridiaan van het centrale punt 
als eerste meridiaan wordt aangenomen. 

Voor deze ontwikkeling hebben wij hiervoor reeds gevonden 

willen wij de ontwikkeling dus voortzetten tot op de termen van de 
derde orde na, dan moeten wij nog de waarden van 

ontwikkelen. 

Differentieeren wij daartoe vooreerst de vergel^'king (13) ten op- 
zichte van A, dan vinden wijj 

dA» "r^LU^V """dA dA«"'"UAV """dA dA»J' 

waaruit voor het centrale punt volgt, als wij op (8), (10), (14) en 
(19) letten, 

(m-K(i^).*-4 <"' 

Door (18) ten opzichte van A te differentieeren komt. er 

SA^^" r»UABA> ?aJA» ^ ÖA J' 

waaruit met het oog op (8), (10) en (12) voor het centrale punt 

TOlgt 

(^!J!L*\ =_2^('^_!Z^ (26) 
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Differentieeren wij diezelfde yergelijldng (18) ten op^óhte van (^, 
dan komt er 

?<J)* r* Lc^A ÖA* BA Ba* ^J 

r» L?(J)BaBa2 "^BaBa-BcJ) B4)Ba ba» BaBA'BcJ)'" 

of als wij de vergelijkingen (16) en (17) in aanmerking nemen, en 
tevens de twee vergelijkingen, die daaruit door diMentSfltie ten 
opzichte rm A Volgen, namelijk 

Bcf)BA* ~r BA'' ^^B0BA*~ rBX** 
dan vinden wij 

B$* y* Lc^ABA\ BABA* ^ J ^ 

^ r^ Lv^^V BaBa^'^VBaV BaBA»"^ 

B? R R ifc j 

Met behulp van (8), (10), (12), (14), (15) en (lÖ) vinden wy 
eindelijk voor het centrale punt 

Volgens de reeks van Taylob is nu, tot op termen van de derde 
orde na, 

waarin p het breedteverschil (0 — 4>o) voorstelt. 

Substitueeren wij hierin de boven gevonden partieele differentiaal- 
quotiënten voor het centrale punt, dan vinden wij 
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Nemen wij nu nog in aanmerking, dat uit de formules (7) tot 
(11), tot op termen van de tweede orde na, volgt 
Z = roA en TzzzR^p, 

dan kunnen wij voor bovenstaande uitdrukking van m^ schrijven 

De hier gevonden uitdrukking voor de vergrooting kan onder een 
nog eenvoudiger vorm gebracht worden. Tellen wij namelijk de 
coëflScienten van X^ en Z* samen, dan vinden wy daarvoor de een- 
voudige uitdrukking 

OO80^ 1 _JL 

als N de lengte van de normaal en p den zoogenaamden gemiddel- 
den straal V-'^-^ voorstelt. Stellen wij nu het verschil van beide 

coëfiScienten door — r en den coëfiScient van XF door -^ voor, 
Po' Po* 

dan gaat (27) over in 

(l + P)X^>2QZr+(l--P)r» 

"-'+ 27? ' 

of als wig uit beide leden den wortel trekken 

^^^^(i + p)z»-2Qxr+(i-P)r' 

De hierin voorkomende waarden van P en Q zijn bepaald door 
de volgende uitdrukkingen 

«-5i^o.-v^.s^a <»> 

} 19. Uit (28) blijkt, dat alle punten van de kaart, waarvoor de 
vergrooting dezelfde is, gelegen zijn op gelijkvormige ellipsen of ge- 
lijkvormige hyperbolen. 

Het gunstigste zal het zijn, als die lijnen ellipsen voorstellen; want 
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is voor de kleinste van die ellipsen , die nog o m het terrein beschre- 
ven is, de waarde van (1+P)X*-2Q jr+(l-P)r* gelijk aan 
c*, dan neemt de vergrooting van het centrale punt af in alle rich- 



c 



2 



tingen toe van de eenheid tot 1 + - — - . Verkleint men nu alle af- 

metingen in reden van 1 tot 1 — t — r, dan wordt de vergrooting 

oPo 



in het centrale punt 1 — r — r en in de uiterste punten 1 + s — ; > 

oPo 8Po 

zoodat die vergrooting neigens meer dan 

8—2 (31) 

oPo 

van de eenheid afwijkt. 

Heeft men daarentegen met hyperbolen als lijnen van gelijke vergroo- 
ting te doen, dan wordt de kaart door de gemeenschappelijke asymptoten 
in vier deelen gedeeld. In twee daarvan is de vergrooting grooter, in de 
twee andere is zij kleiner dan de eenheid. Is voor de uiterste hyperbool 
in het eene gedeelte de waarde van (l + P)Z*--2 6Xr+(l -P)r* 
gelqk aan c^*, en in het andere gedeelte gelijk aan —Cj*, danveran- 

dert de vergrooting tusschen de grenzen 1+ -—-r- en 1— —2— . Door 

4Pö *Po 

hier nu alle afmetingen te wijzigen in de verhouding van 1 tot 

1— r-^+-r-^, kan men slechts verkrijgen dat de vergrooting 

opo °Po 
hoogstens 

8Po* 
van de eenheid afw^kt. 

Een getallen-voorbeeld moge dit nog nader toelichten. In fig. 
n is om de kaart van Nederland een cirkel, zooals die bi^' de stereo- 
graphische projectie voorkomt, als lijn van gelijke vergrooting ge- 
trokken *). Voor dien cirkel is c = 170000 meter, en daaruit volgt 



c* 



voor ; — r de waarde 0,0001774; zoodat de vergrooting van het 

4po* 
centrale punt af in iedere richting toeneemt van de eenheid tot 
1,0001774. Door echter alle afmetingen in reden van 1 tot 



1) Voor nadere bijzonderheden hieromtrent raadplege men $ 23 als ook § 
en $58. 
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1-0,0000887 =0,9999113 te verkleinen verkrijgt men, dat de ver- 
grooting nergens meer van de eenheid aMjkt dan 

0,0000887 =Trir5. 
In üg. III zijn om dezelfde kaart eenige hyperbolen getrokken, 
die de lijnen van gelijke vergrooting voorstellen bij eene kaart met 
parabolische meridianen en parallellen '). Daaruit blijkt, dat de ver- 
grooting begrepen is tusschen de grenzen 1 — 0,00017 en 1+0,00029; 
en door dus alle afmetingen in reden van 1 tot 1—0,00006 = 0,99994 
te verkleinen, kan men het alleen er toe brengen^ dat de yergrooting 
niet meer van de eenheid afnrigkt dan 

' 0,00023 = ^^V^. 

Zoodat de a^kingen in dit geval ongeveer twee en een halfmaal 
grooter zijn dan in het vorige. 

§ 20. Blijkt het uit de vorige paragraaf, dat het voor de kaart- 
projectie voordeelig is, als de lijnen van gelijke vergrooting ellipsen 
zign, als dus voldaan is aan de betrekking 

zoo zal men in nog gunstiger omstandigheden verkeeren, indien 

—3 I en (tt7 ) een paar standvastigen bevatten, waarover men 

naar willekeur kan beschikken; want men kan alsdan aan P en Q 
zoodanige waarden geven, dat de grootheid c, en dus öok de afwij- 

king van de vergrooting van de eenheid, dat is - — r, zoo klein 

oPo 
mogelijk wordt. 

Zijn a en 5 de halve assen van de uiterste ellips van gelijke ver- 
grooting, en is a de hoek, dien de halve as a met de richting van 
den meridiaan maakt, gerekend van het noorden naar het oosten, 
dan is de vergelijking dier ellips in poolcoördinaten 

b^ ^ a' ~ ' 

waarin p den voerstraal en 6 den hoek voorstelt, dien de voerstraal 
met de F-as maakt, geteld in dezelfde richting als de hoek a. 

Aangezien nu X:^pSln^ en F=zpCoiè is, zoo volgt hlerait 
voor de vergelijking der ellips in rechthoekige coördinaten 



1) Voor nadere bijzonderheden hieromtrent raadplege men $ 40. 
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(Oo8^ Shi*a\ ^ ( Sinet.Coaa . 8intt.CoèB t\ ^^, 

Zal deze ellips identiek zijjn met de ellips 
dto moet aan de volgende voorwaarden voldaan worden 

/ Sin et ,Ck)s et 8inec*Oo8ee\ » ^ 

(— y. ï5— j" =«• 

waaruit door oplossing volgt 

''• = *^m:p (««> 

^ = ^»^^* ^^«> 

<2=^|^S«2« (84) 

Trekken wij in borenstaande ellips de middellqn, die den hoek 
tusschen de assen midden door deelt, dan kunnen w^ de lengte 
daarvan vinden door in bovenstaande polaire rergel^king (i—et) 
aan 45° te stellen; mj vinden dan 



a 



»8» 



zoodat dns de halve lengte dier middelli^n gelijk is aan de grootheid c. 
Wil men de projectie dus zoodanig inrichten, dat de vergrooting 
zoo min mogel^k van de eenheid afwijkt, dan moet men om het 
terrein eene ellips construeeren , waarvoor de middellijn, die den 
hoek tusschen de assen midden door deelt, zoo klein mogelijk is. 
Uit de halve assen a en 5 en den hoek », dien de halve as a met 
den meridaan maakt., vindt men dam met behulp van (38) en (34) 
de aan P en Q te geven waarden. Het middelpunt van de elKps 
geeft ons tevens het punt aan, dat w^'voor het centrale punt van 
de kaart moeten kiezen. 
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§ 21. De boyen bedoelde ellips kan men gemakkelijk door be- 
proeren rinden, door op calqueerpapier eenige ellipsen te teekenen en 
deze om de kaart yan het terrein te passen; heeft men eene ellips 
gevonden, die om het terrein past, dan teekene men eenige andere 
ellipsen, die dezelfde waarde roor c hebben, maar eene andere ver- 
houding voor de assen, en gaat na, of er hierbij ook zijn, waarin het 
voor te stellen terrein met meer speelruimte past. Men zal dan met 
diezelfde verhouding voor de assen en met eene kleinere waarde van 
c eene nieuwe ellips kunnen teekenen, die om het terrein past, en 
dus eene kleinere waarde voor de afwijking van de vergrooting geeft. 

In fig. I is deze handelwijze op de kaart van Nederland toe- 
gepast. 

Vreest men door de kleine schaal van de teekening, waarop men 
dit onderzoek moet instellen, te onnauwkeurige uitkomsten te ver- 
krijgen, dan kan men, nadat men op de boven beschreven wijze de 
ellips ten naaste bij gevonden heeft, de vijf pimten van de grenzen 
van het terrein, die op de bedoelde ellips liggen, gemakkelijk vinden, 
de coördinaten, daarvan op eene grootere kaart uitmeten, en met 
behulp hiervan door berekening de waarden van P, Q en c en de 
plaats van het centrale punt zoeken. 

Uit fig. I vinden wij voor deze vijf punten: 1<*. de uiterste grens 
bij Bourtange, 2®. de aansluiting van de grens tusschen Westfalen 
en Hannover, 3**.' het zuid oostelijkste punt van Limburg, 4*. het 
westelijkste punt van Walcheren en S*** een punt van de noordwes- 
telijke grens van Vlieland. Op de topographische kaart gemeten zijn 
de coördinaten van deze punten 

1. x= 156630, ^= 170340, 

2. x=z 148860, y=: 84730, 

3. x= 80290, y = - 82240, 

4. «=-100350, y= 5550, 

5. a;= -1230, y= 191260. 

Zijn nu p en q de coördinaten van het centrale punt in het coör- 
dinatenstelsel van de topographische kaart, dan is de vergelijking 
van de gevraagde ellips 

Substitueeren wij nu hierin beurtelings bovenstaande vijf waarden 
van a? en y, dan vinden wij vijf vergelijkingen met de vijf onbe- 
kenden P, Q, p, q en c, die daaruit gemakkelijk opgelost kunnen 
worden. u ; 
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Door die oplossing vinden wij 

P = 0,45766, 6 = 0,50493, 

^=19810 meter, q=i^inO meter, 
c= 136480 meter >). 

Het punt, door bovenstaande waarden van j» en g- op de topogra- 
phische kaart bepaald, ligt 80 meters ten zuiden van het punt, dat 
op 51c 45' NB. en 17' 13" OL. van Amsterdam ligt. Uit de ge- 
vonden waarde van c en den gemiddelden straal voor 51** 45', namelijk 

Po = 6382350 meter, volgt -i_=: 0,0000671 = r^;^. 

oPq 17500 

Zien wij , om voor de breedte een rond getal minuten te verkrijgen 

van bovenstaande 80 meter, overeenkomende met ongeveer 2| se- 

Gunde, af, dan vinden wij dus voor de beste kaart van Nederland 

de volgende gegevens. 

Centraalpunt 51° 45' NB 17' 13" OL. van Amsterdam 
Constanten P = 0,45766 © = 0,50493 

Grenzen voor de vergrooting 1± 0,0000571 = l±TyTinr 
§ 22. Stellen wij in (32), (33) en (34), a = oo dan vinden wij 
c« = 25*, 

c» _ 5^ _ 1 /2&Y 
8p,*— 4po^~16\po ; ' 

De lijnen, van gelijke vergrooting gaan dan over in evenwijdige 
rechiq Jlijnen, en de projectie is dan geschikt voor een lang. maar 
smal terrein. Ter bepaling van è en a heeft men dan slechts het 
terrein tusschen twee evenwijdige lijnen, met zoo klein mogelijken 
onderlingen afstand, in te sluiten. De afstand dezer lijnen is dan 



(35) 



') üit bovenstaande waarden van P, Q en ^ vinden w^ voor a, b ena 
Tg2a=^, * a = 23**64' 20' , 

, a ==241 730 meter. 



1— V"/>*-f Q 



6> = , b = 105212 meter. 



U0 

2d en daaruit volgt voor de grenzen, waar twadnn de Vergio<»ting 
begrepen kan blijven « 

Dit geval is onder ander van toepassing, op het eiland Java. Een 
eenvoudig onderzoek leert, dat het geheele eüand tusschen twee even- 
wijdige lijnen kan besloten worden, wier afstand 215000 metar be- 
draagt. Hieruit volgt dus, dat het mogel^k is voor Java eene con- 
forme projectie te ontwerpen» waarb^ de vergrooting nergens meer 
van de eenheid zal afwi^en dan 

r21&000\* ^....^.. 1 

14000 ' 



16 V 



) =0,0000715 = 

Pi / 



§ 28^. B^ vde projectiën, en onder andere bij allé prcjectiën, die 
symetrisch z^n ten opzichte van de J^-as, is ( v~s ) ^^^ ^> ^^ ^^ 

Q :=: 0. Bi| deze projectiën zQn de assen van de ellipsen van gel^ke 
vergrooting gericht volgens de coördinatenassen. 

Het onderzoek naar de voordeeligste waarde van P heeft hfer op 
dezelfde wijze plaats als in § 21 is aangewe^em, met dit Meiti^ ver- 
achüji dat mea steeds aan de assen der elMpien bove&genoemden 
stand moet geven. Uit de lengten van de halve assen der ellips 
vindt men dan de waarde van P door de volgende formule 

•^— ai + 5»' 

terwijl c steeds door (32) b^)aald bl^ft. 

Voor een terrein, dat zich hoofdzakelijk uitbreidt in de richting 
vaa de pandlellen, maar zeer weinig in de riditing van den meri- 
dkan, uüi men b oneindig groot kunnen nemen» waaartdt root P 
«)lgi 

P=-l. 

Toor eèü temin dtttfentegen, dat üA IföofdtakelQk is dé ijcll- 
ting van den meridiaan uitstrekt, a = oo nemende, vinden w$ de 
andere uiterste waarde voor P, namel^k 

P = +l. 

Hebben wij] eindel^k te doen met een terrein, dat zich in alle 
richtingen ongeveer even ver uitbreidt» èsoï wordt azszb; de ellipsen 
gaan in cirkeb over, en wij vinden voor P 

p=a. 
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¥oor een tenreÏBy dat tot geen van de dne geaoemde geTaUen hor 
hooort, zal men op de beeoboreTen wigze de gunsligete waarde van P 
moeten zoeken, die altijd gelegen zal zijn tttsachen - 1 en 4^1* 

Bovengenoemd onderzoek op de kaart van Nederland uitvoerende 
vindt men voor den gunstigsten vorm van de ellips , den in fig. II voor- 
gestelden cirkel, waarvan het middelpunt gelden is op 62°13'^0"NB. 
en 26'30"OL. van Amsterdam. 

Big eene kaartprojectie: voor Nederland, waarbij Q = O is, zal men 
dus. het centrale punt moeten nemen op 

52«>18'2a" NB. 26'8a" OL. van Amsterdam, 

en voor P eene waarde gelijk aan nul of ongeveer géüjk aan nul. 
De straal van bovengenoemden cirkel is ongeveer 170000 meter; 

dit is tevens de waarde van c, en daaruit volgt — r =• 0,0000887 = 

= iïk' """^ ^' *^ *» P^'^ herkWbgseoifficfent lig* 
(loff =. 9,9999614799— 10) wordt, en de vergrooting nergens meer van 
de eenheid zal afvnjken dan 

0.0000887 = — — . 
' ' 11275 

Hieruit blqkt, dat voor eene projectie voor eene kaart van Neder- 
land, waarbij sjmetrie besJuiat ten opzidite: van den meridiato ¥8» 
het centrale punt, de afmjkiiig ongeveer aaiiderhalifmaal zoo groot isr,^ 
als voor eene projectie, waarbij die symetiie niei aanwezig i». 



HOOFDSTUK III. 

DE CIRKEIPEOJÏIOTIE YAK I*A6BAKGE. 

§ 24. Uibgaande van de alg^saeene^ vergdkijkingen voor de confonne 
projectiën,. ontwikkelt Lagbakge in een tweetal verhandelingen Sur la, 
comirueéionr dea carte» géograpki^ues , voorkomende in de üfouveaux 
mémoke» de V Academe royale des^ soimces et hdlea-UUres de BerUn^ 
année 1779, pages 161 — 210< (zie ook:; öemres de Laguanqje jpar 
J. A. Serret, T. IV, pages 635 — 692), eene projectie, waarbij de 
meridianen en parallellen in de kaart door cirkels voorgesteld worden. 
W^ zullen hier langs een anderen wegr,- onmiddell^'k uitgaande vaiD 
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de onderstelling, dat genoemde lijnen door cirkels voorgesteld worden, 
die projectie ontwikkelen en in verband brengen met de in het vorige 
hoofdstuk ontwikkelde theorie omtrent de vergrooting. 

angezien de twee cirkels , die een meridaan en een parallel voor- 
stellen, elkaar rechthoekig moeten snijden, zoo zal, als wij het 
gemeenschappel^k snijpunt met beide middelpunten vereenigen, en 
ook de verbindingslijn dier twee middelpunten trekken, een recht- 
hoekige driehoek ontstaan; waaruit volgt, dat de som van de vier- 
kanten van beide stralen gelijk is aan het vierkant van den afstand 
van beide middelpunten. Stellen wij dus door r , x en y den 
straal en de ooördluaten van het middelpunt van den paraUelcirkel 
ter breedte voor, en door r^y x^ en y^ de overeenkomstige groot- 
heden voor den meridiaan ter lengte A, dan vinden wij 

'•%+'-*i=(«,-*i)*+(y,-yi)* (1) 

Daar deze betrekking voor alle mogelijke waarden van 4^ en A 
moet doorgaan, zoo kunnen wij ten opzichte van en A differen- 
tieeren, waardoor wij vinden 

of ?±=-?i. 

^\ y'x 

waaruit volgt, dat de middelpunten van de cirkels, die de paral- 
lellen voorstellen, en de middelpunten van de cirkels, die de meridi- 
anen voorstellen, gelegen zijn op twee rechte 1^'nen, die loodrecht op 
elkaar staan. 

Nemen wij deze twee l^nen voorloopig als coördinatenassen aan, 
en wel de Kjn van de middelpunten der parallellen als y-as, en die 
van de meridianen als «-as; dan is a?^z=yj^ = 0. Stellen wij verder 
y=i? en a?;L = — Z, dan gaat (1) over in 

of r*;i-Z*=J5*-r*^. 

Aangezien het eerste lid dezer vergelijking alleen afhangt van A, 
en het tweede lid alleen van (^, zoo kan aan deze vergel^'king alleen 
voldaan worden, als beide leden gelijk zyn aan eene zelfde standvas- 
tige. Stellen wij deze standvastige door A^ voor, dan volgen uit 
die eene vergelijking de beide volgende betrekkingen 

r;t=VZ»-h^S . . • (2) 

en. r^^^'W^^^i (8) 
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en het komt er dus alleen nog op aan de twee functiën Z en ^ te 
bepalen, waarvan de eerste uitsluitend van de lengte, de tweede 
uitsluitend van de breedte afhangt. 

§ 25. In figuur 1, waarin oAzizA, oB=:J? en oL=Z is, 
stelt PS de uit B als middelpunt beschreven parallel ter breedte 
en APQ den uit L als middelpunt beschreven meridiaan van de 
lengte A voor. Uit die figuur kunnen wij gemakkelyk de coördinaten 
van het punt P opschrijven, indien wij als hulphoek invoeren, den 
hoek, dien de meridiaan in P met de y-as of de parallel in dat 
punt met de «-as maakt, dat is a=Z.oBP = LoLP. Voor beide 
coördinaten vinden wij op die wijze twee waarden, en wel 

xznr^Sinx, en a? = r;^Cö««— Z, (4) 

yzzzB — r^ Co%tt, y:=zr^Sin» (6) 

Stellen wij de twee waarden voor x, en de twee waarden voor y 
aan elkaar gelijk, dan vinden wij twee vergelijkingen, waaruit de 
hulphoek x kan gevonden worden. De eenvoudigste formule vinden 
wij door beide vergelijkingen daartoe te bezigen, en daaruit afeonderlijk 
den Sinus en den Cosinus van a op te lossen, waardoor wij vinden, 
als wij op (2) en (3) letten. 

Trekken wij de laatste dezer vergelijkingen van r *^ + *** A = -^* + -^i* 
af, dan komt er 

{r\-\'r^x)[\-Cosa):=LB^^L^-B^B^-A^-LyiL^'>rAK 

Deelen virijj nu deze vergelijjking door de eerste, dan vinden wij 

l-Coin _ B^'\'L^"B\JB^-A^''L yjz^+j^ 

Sin» ~ B\/L^ + A^-L^B^-J^ 

Merken wij nu op, dat het eerste lid dezer vergelyking gelijk is aan 
Tg\A^ en vermenigvuldigen wij teller en noemer van het tweede lid met 

B V X*+^* + Z V B^-A^ , 

dan komt er na eenige herleidingen 

m.^ ^-^Y^' . '^^'-'' ; (6) 

waaruit x gemakkelijk berekend kan worden , indien men vooraf tafels 

ontwerpt van de waarden van log ^ en log -, 

waarvan de eerste alleen afhangt van 0, de laatste alleen van A. 
N. A. V. W. Dl. VIII. 11 
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§ 96. Hééft then tiit fbrmülè (6) dm htilph(96k ^ benrekend, d&n 
geyefn (4) en (6) de coördindten r en y. Deze formttle» willen wij 
echter nog eene kleine wijziging Iftten ondè^gMtfii, öm aie beteif fitör 
dé berekening gesohikt te maken. Tevens znllefü wQ daarbij orer- 
gaan tot hei iii $ 15 aaflgegeveti coördinatenstelsel. In { 17 hebben 
^ gezien j dat de kfomtestfaal van den meridiaan in het centrale 
^tüÉt op de kaart oneindig groot moet zijn; daaruit Tólgt onmiddel- 
ügk, dot hét éenkalé {mnt alleen kan g^iegen isign op de l^n oA. 
6tél dué dftt genoemd punt in O komt, en dat wij den oorsprong 
dér éoöidinaten daarheen verplaatsen; de absds ondergaat dan geene 
verandering, maar tan de otdinaat ^ moeten wij oO, dat is de ondi- 
iiftat ^0 ^^^ ^^ cmtrale punt, aftrekken. Baadt nu voor het centrale 
ptmt « = O is, zoo volgt uit (5) voor dat punt 

én daatóóor vindéü Wij voor X éh JP, als wij zoowel vfttt (4) als 
van (6) de éërstë Vei^gelijldng nemen, 

X= yJB^-A^SinA (7) 



Voor de Werkél^k^ berekening is de laatste formule weinig ge- 
schikt, omdat Y daarin [uitgedrukt is door het verschil van twee 
groote getallen. Vervangen wij echter Cos» door (1 — Ïi8ij»*^a)« en 

merken op, dat uit (7) volgt 2 V'S*---^*^»!»»^ a^-^Y^s dan 

K/08 ^ CL 

gaat de nitdlAi^king voor I <i9et in 

f = (i?- V ^ -^^)-t^. - v'i, * -^*) +t*A» . • • (8) 

Vatten w^ de in dé^ en in dé vorige paragnokf ontwikkelde formu- 
les samen, dan vinden #ij vdor de beïiekening van de ^ordinaten 
het vx)lgende stel f<»mule8 



*^i«=? — ^ — *)• 1 

Xz=zp8incc, 



^ " ! (9) 



1) De nitdinkkiDg Z! heeft eene eenvoudige meetknnstige be- 

tedcenis. Uit fignnr 1 volgt namelijk, jht die nitdrokking gel^k is aan —r, 

en das g6l\jk is aan de tangens Van de helft van den hoek, dien de meridiaan 
AF in heft pnnt A met den eersten meridiaan AX) maakt. 
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waarin p, q en S dyie fupctiëu van (j> zijn, wier wa,ar4en of wier 
logarithmen , voor verschillende waarden van 0, men vooraf in tafels 
kan brengen. Deze functiën zijn 



B-y/B^-'A^ 



(10) 



Voor X kunnen wij ook nog schrijven 

X=2pTffia.Co8^ct, (9') 

welke formule voor het gebruik gemakkelijker is, omdat lofftff^x 
reeds bekend is, en men om lo(fCö9*^(^ te vinde^i sl^pJtit^ eqne be- 
naderde waarde van Ja noodig heeft. 

Voor kleine waarden van |a is het nog doelmatiger hiervoor te 
schrijven 

X=i2pTffl» i , (9") 

aangezien men, zoolang lo^Tff^a kleiner is dan 8,3405539 — 10, voor 
^ff 1 ,m i t ^^ schrijven — if^^ J^a, of, uitgedrukt in deelen 
van de zevende decimaal als eenheid, 

-10^ Jlfr^*}«=:-(6,^3778)r^* Icc. 

Tot hiertoe hebben wij de voorwaarde van de gelijkvormigheid nog 
niet ingevoerd; de formules (9) gelden dus voor alle mogelijke pro- 
jectiën, waarbij de meridianen en de parallellen door elkaar recht- 
hoekig snijdende cirkels worden voorgesteld '). 



1) Het is in het algemeen niet mogelijk, eene equivalente projectie te ma- 
ken, waaibij de meridianen en de paTallellen door elkaar rechthoekig snijdeisi^e 
cirkels worden voorgesteld. Bit is alleen mogel^kvoor het bijzondere geval, dat 
de meridianen rechte lijnen z^'n, en de projectie dus in eene kegelvormige over- 
gaat. Voor de equivalente projectie moet namel^'k voldaan zijn aan de betrekking 

Brengen wij hierin de waarden y9^ ^, ^-, r^ en -^, zoo^ls die yi de 

09 oX dl o<p 

volgende paragraaf onder (12)— (15) ontwikkeld z^'n, over, dan vinden wij na eene 

eenvoudige herleiding 

Brz=B'L'Sin^a, 

wftwruit yolgb, 4sA L' Sin^a onafhankelük moet z^n van X. Pifferentieeren wij 

die uitdrukking dus ten opzichte van X, dan vinden wij 

11* 
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§ 27. Aan de ?ergelyking (1) van hoofdstuk II wordt door de 
ontwikkelde uitdrukkingen voor a? en y reeds voldaan, omdat wij 
begonnen zijn met de meridianen en de parallellen loodrecht op 
elkaar te nemen. Ter bepaling van de twee functiën JB en L hebben 
wij dus alleen eene van de fcrmules (6') van dat hoofdstuk noodig. 
Om eene van beide toe te passen moeten wij de difiPerentiaalquo- 
tienten van ^ en y ten opzichte van A en 4^ opmaken. Differen- 
tieeren wij daartoe eerst de formule (6) van het tegenwoordige hoofd- 
stak, dan vinden wij 

d« X' Ba B' 

-- = ^^9ia. en -7::= rz:i==r Sinet, . . (11) 

BA \/L^+J^ BcJ) yjB^'-A^ 

Met behulp hiervan vinden wij nu uit (4) en (5) 

BA ^ BA }Jl^+A^ 

--I =-rj/a»«r— =z+B' — — Sin^cc, .... (18) 

d<p ^ Bcp ^ \Jb^-A^ 

Ba. 9 Ba s^L^-^a^ 



By ^ ^« p/ N^^'+^* o: r 

d0 ^ B(f) ^B^-A* 



(15) 



Door deze uitdrukkingen nu in eene van de [formules (6'), van het 
vorige hoofdstuk over te brengen, vinden wij 



of 



yjB^-^A^ yjL^+A^ 

r ^ 



Daar het eerste lid dezer vergelijking alleen afhangt van A, het 
tweede alleen van 4>> zoo kan aan die vergelijking niet voldaan wor- 



L'Sin* a -f- %L' Sina.Coêa — =L'Sin* o— 2 — — Sin* a.Cosa^O, 

B* l^L*-\-A* 

of ^3^5 ^Cosa. 

Hieruit volgt, dat Cosa, en dus ook «e, onafhankelijk moet zijn van 9, hetgeen 
niet mogelijk is, tenz^ de meridianen in rechte lijnen overgaan. 
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den, tenzij beide leden gelijk zijn aan eene zelfde standvastige. 

Q 

Stellen wij die standvastige door — - voor, dan vinden wij de twee 

A 

volgende vergelijkingen ter berekening van de functiën L tn B 

AL' 



L^+A^ 

ABf 
B^-A^ 



= CU' 



(16) 
(17) 



De eerste dezer vergelijkingen geeft door integratie 
BgCtg^zzLÖX, 

waarb^* het niet noodig is eene standvastige te voegen, omdat wy den 
meridiaan van het centrale punt als eersten meridiaan aannemen en 
dus voor A=:0, L oneindig groot wordt. Uit deze vergelijking 
volgt nu 

L = ACtgCK 

A 



— CtgCX = Tg\C\ 



. . (18) 
. . (19) 



yJZ^ + A^-L 



A SinCX 

Door deze waarde te substitueeren in (9) vinden wij 
Tg{ct = qTg^CX, 
X = j7 Sin X , 
Y=S+XTgicc. 
$ 28. De vergelijking (17) geeft door integratie 



(20) 



(20') 



en dus 



^ B-A B^\A ' 

b\a_ b,^a 

B-A~ B^-A 



waaruit volgt 

" ~ ^ {B^\A)é^^-[h^-A)e-^v 
p — siT^^A'^ — 



S=^A (-»»•<■ ^)^^'^+(-S»-^)^~'-'" 



\A\! li*.-A* 






(21) 



(aaj 



löO 






§ 29. Ter bepaling van de standvastigen B^ en A hebben wij de 
rei^elyldngen (8), (10), (14) en (19) van hoofdsWk II; om deze 
te kunnen toepassen moeten wij eerst de diflPerentiaalquotienten 

;r— > T-^ , .r— T- en ^;— ^ nader ontwikkelen. 
dX dA dA* dA* 

Uit (11) in verband met (16) en (19) volgt daartoe vooreerst 

d^ O. Sin et 

Vk SinCX ' 

en uit (12) en (14) volgt dan 

Ba? I— -^ CSinx.Oosa, \ 

dA~^ "^ SinCX ' 

dA ^ ;St»CA ƒ 

Bèze twee vergelijkingen ten opzichte van A differentieerende , 
vinden wij nog 

1^== V^^^=^^ S-^(C'a«2«-a?«a.a)»aA)J 
** l 

Gaanwg over tot het centrale punt, dan verkrijgen alle vier diffe- 
rentiaalquotienten den onbepaalden vorm - , omdat alsdan a en X 
gelijktijdig nul worden. Uit (6) in verband met (20) volgt echter 



b-\Ib^-a* 

Tg\o^ = "L^ Tg^CX, (25) 



en dus voor het centrale punt 



xi.^ = ^«-^^'«-^' 



ex A 

Met behulp hiervan vinden wij nu uit bovenstaande vergelijkingen 






liBi 



Aan de vergelijkiiigen (9) (^j^ (14) }r,m k^ ^9^^ hoofdstuk blijkt 
dus reeds voldaan te zij^^ d^ verg^lyjkli^g^n (10) ^ (19) geven ons 
de volgende twee vergelijkingen ter ^eorekening van ^ en Bq 



Cyj B^ 



^^ B,^>JB^,^A^ _ 



Uit deze twee vergel^'kineen volgt 

7 C-' 



} .,,.,,, (OW 



B, 



Brengen irij de^ waarden ^n (2£) over, dan vinden wy eindel^k 
4Cyj 



_ (C+;Si»^o)cC«-(g-^»0„,) 



.(27) 



§ 30. De hier ontwikkelde uitdrakkingen voor p, q pn S zqn 
Toor .de berekening weinig geschikt; z^' kunnen echter gemakkelijk 
voor logarithmische berekenmg geschikt gemaakt worde^i^ Stacfc itek 
invooren van de hyperbolische funetiën 



8hzz=. 



2 



Chzi 



Die formules gaau daardoor orer in 



P — 



(C» + ««' %).SkC.p-^ 2..C^fp,^ .p^C.V ' 
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C.8h\CÜ+SiH0^.Ck^CÜ 
^~ C.Ch\CÜ+Sin(p^,8hlCü' 



? = 2rn 



8h\CV 



^ C.Ch\GUJ^^<p^.8h\CÜ 
Stellen wijj nu nog 



C CM 



(28) 



dan gaan die uitdrukkingen over in 



P 



2^0 Sh\CÜ 



8=z 



(29) 



Nog op andere wijze kunnen de formules voor j>, q en 8 voor 
berekening geschikt gemaakt worden; stellen wij namel^'k 



Sin(Po 



= ^»*o 



en CU+NeploffTff(^^ + ^4,^)=zNeploffTff{éh + i^), 

dan gaan die formules over in 



(30) 
(31) 



I^' 



^C^-8in^0, Sin^:^.Cos*=J^^ 



Sin^M 



Q = 



Co% 



*-*o 



2r„ 






(32) 



VCT*— i8K»*(}), 



'Tg 



9. /• 



1) Be cirkelprojectie van Lagbange kan men ook ontwikkelen door de pnnten 
eerst Tan het aardoppervlak op een bol over te brengen, en dan den bol stereogra- 
phisch te projecteeren. Verandert men bij de overbrenging op den bol de geograpbi- 
sche lengten in reden van 1 tot C, en stelt de breedten op den bol door ^ voor, dan 
krijgt men ter bepaling daarvan onmiddellijk de formnle (81). Om den straal van den 
bol en de breedte i/;^ van het centrale punt te bepalen, heeft men de voorwaarden 

w^ = l en (^p) — O, waaruit voor i/;^ de formule (80) en voor den straal de 



nitdrukking 



teeren vindt men onmiddellijk de formules (82). 



volgt. Door dezen bol nu stereographisch te projec- 



163 

§ 31. Om de yergrooting voor een willekeurig punt van een ter- 
rein, dat zich in iedere richting slechts over enkele graden uitstrekt, te 
?inden, moeten wij de waarden van P en Q (§ 18) opmaken. Daar 
de projectie symetrisch is ten opzichte van den meridiaan van het 
centrale punt, zoo weten wij reeds dat Q = is; dit zou trouwens 

ook onmiddellijk uit ( r — - j volgen. Ter berekening van P moeten 

wij [ :^— ^ j opmaken. Differentieeren wij daartoe de eerste verge- 
lijking (24), dan vinden w^' 

da 
-SinCX.S&ncc.i2Sif^2x'-Slnx.Oo8CK)— + 

+ C8mC?^.Sinx.Cb8a,8inCX — 

-2CSin».{Co82»'-Co8x.Co8Cx)Cö8Cx\ z=z 

J-^^ 7F^ ^»« fory a Co8Ct—Co8CX ^ ~\ 

waaruit voor het centrale punt volgt 

welke uitdrukking tengevolge Tan (26) ovei^aat in 



\ï^),-- 



Substitueeren w^ deze uitdrukking in vergelijking (29) van hoofd- 
stuk n, dan vinden wij, na eene eenvoudige herleiding, 

Uit deze uitdrukking blijkt, dat, indien wij (7* laten aangroeien 

van Sin^ 0^ tot Sin^ <Po + ^ -^ Cb«* (p^ , P in dat geval alle moge- 

lijke waarden van — 1 tot +1 doorloopt ; zoodat deze projectie aan 
den vorm van het terrein kan aangesloten worden, voor zooverre 
dit bij eene symetrische projectie mogelijk is, en in § 23 is uiteen- 
gezet. 
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Is de waarde van P volgens die panagraai' bepaald, dan geeft 
formuie (84) voor C de waarde *) 

1) Lagaangs bepaalt in de boven aangehaalde v.erb«xuielii\g de waiarde van 

den pBrwneter C uit «te vo«rwaardB (j^j ??:0, o» ^awdpor d9 afwjjjjwi^ijen 

jvan de verg rooting zoo gerinj; mogelyk te maken, en vindt dan C* =?l-f Cos^ ^^. 
Dit komt voor de bolvormige aarde blijkbaar overeen met P = 1, en geeft, zooals 
dnidel^k is, eene geringe afwijking van de vergrooting in den eerste^ meridiaan. 
Mea txeeft laarbij eobter over liet hotrfd geilen, Aat, door het verminderen jan 
die afwijking in den eersten meridiaan, zij in de richting loodrecht daarop toe- 
neemt. Dit blijkt duidelijk uit formule (28) vaa het vorige hoofdflttfk, die 'VQM 
de hier behandelde projectie, waarvoor Q = is, ovei^at in 

»» = 1t --— 1 — ^. 

Laat men hierin de P tot +1 aangroeien dan neemt de afwijking in de rich- 
ting der Z-as af, maar wordt tevens in de richting der X-as grooter. 

De meeste schr^vers^ die zich na Lagrange met dit onderwerp hebben bezig 
gehouden, zooals O. Bonnet {Sur la theorie maihémaUque des cartes geographic 
ques. Journal de Liouville, T. XYII, 1862, p. 801) en A. Germain {!Rraité 
des projections des cartes géographiques. Paris, p. 54) , volgen denzelfden weg. 

Dr. H. Gretschei, in zyn J^hrbuch der Karien-Prqjection, Weimar 1878, 
S. 227, komt langs een zeer raadselachtigen weg M hetzdfde eindresultaat Hg 

stelt namelijk als voorwaarde -r — - =0. Welk voordeel er aan verbonden is, 

dat de waarde van m^ met q>^ slechts weinig verandert is niet duidelijk, en hoe 
hij daaruit kan ^afleiden, dat „der Maasssta^ im Wesentlichen ein und der /selbe 
sein wird"*', is geheel raadselachtig. 
Nog raadselachtiger wordt het, als men nagaat, dat de waarde van m^ bij hem 

zich voordoet onder den vorm — ^ — "^ ^^ — wij schrirven 'hier iiine formiÜe 

2CaCosq>^ M V M 

met onze notatie over; de formule van Gretschel luidt., met verbetering van eene 

daarin voorkomende fout, die tot de zaak zelf echter niets afdoet, als volgt 

x« = — ^ — —; hij beschouwt evenals Lagrange bij bovenstaande ont- 

** 4n»cSmx 

wikkeling de aarde als een bol ; anders zou a moeten vervai^genwoxdi»! dofoi^ JVT, r^ 
en dat hij deze uitdrukking ten opzichte van 9^ differentieert, zonder er op te 
letten, dat J eene geheel willekeurige grootheid is, die men zeker met ^^ zal 
laten veranderen, en liefst zoodanig, dat m^==l wordt. 

TciiÉBTCHEV bepaalt, in eeqe verhandeling „Sur la construction des eartes 
géograj.hiques *^ voockomende in de „Bulletin de la classe ph^sieo-mathépiuiique 
de tacadémie impériale des sciences de Saint- Pétersbourg, T. XIV, N®. 17, 
St. Pctcrabouijg 1856., en door Geruatn in «ijn bove^enoemd werk , op , page 
75 — 73 overgenomen, voor een terrein, dat begrensd is door eene ellips, waar- 
van de fissen «amenvallen met den .meridiaan en eene loodljjn daarop,, 4e vtw/A^ 
van C op eene w\jze, die geheel overeenkomt met den door ons gevolgden W9g. 
In eene uitvoerige verhandeling zou hy de bepaling van dien parameter voor een 
willekeurig terrein behandelen. Het is mij echter niet mogen gelukken, Vlie ver- 
handeling te vinden; ik heb ze ook nergens vermeld gevonden. 
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C=^ Sin'(t>,^[l + P)^Oos'<P, (35) 

§ 32. Wil men eene projectie hebben, waarbij de vergrooting in 
alle richtingen even sterk toeneemt, dus voor een terrein, dat zich in 
alle richtingen even ver uilibreidt, dto moet men P = «tellen ^ 
waardoor men vindt 



Deze tiitdttikking verööhilt slechts "^einig Van de eenheid; vöor 
de eenvoudigheid van de berekening kan men voor C de tsenheid 
zdve nemen. De geriÈgè waarde, die P daardoor veirkrijgt, namelijk 






, zal aan de verdeeling van de afwijking van de vergroo- 



ting weinig verandering brengeA. De lijnen van gelijke vergrooting 

worden daardoor eliipseü in plaatö van cirkels. De assen dier eïïip- 

-^ — . — 

sen verhouden zich in reden van 1 tot \ / zr-=-i — •"— — *) en de 

kleèiste dier ^ssen is naar het nboïden gericht, indien, zooals bij de 
afgeplatte ellipsoïde, Nf^^K^ is. 

Door deze bijzondere T^aarde voor € ondecgaan de foismules »voot 
de projectie eenige vereenvoudiging; de formules (28) en (30) gaan 
daardoor over in 

terwgl de waarden van ^^ <^ en ^ uit (29) en (32) overgaan in 
— ^-^0 1 _ ^ Cos^^ 



1) Voor een eUipsvormigen meridiaan wordt voor P=0, <^'=\./ 1+ -— = —**> 

y 1 — e* 

1 
en dus hoogstens gelijk aan — = 1,00835. Neemt men C=l, dan wordt 

1^1 — e» 

p =z s"^^^— en dus hoogstens gelyk aan —«*=— 0,00667. De ver- 

1 — e* Sin^fp^ 

houding van de assen van de ellipsen van gelijke vergrooting wordt in dit geval 

gelijk . / -JLnll— - en dus minstens = t / \^^ = 0,99835. 
® '' y l+«»Co529o V ^^^ 
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^.i+A 



q=Th(h^^,U), 



H — 



008 



^-0n 



(37) 



S=:2N. 



ShjU 



8z=2NoTp 



*-<J)o 



Voor een bolvormig aardoppervlak is, voor het hier behandelde 
geval van (7= 1, de waarde van P juist nul; de projectie gaat als- 
dan over in de bekende stereographische projectie. De formules voor 
deze projectie worden alleen in zooverre eenvoudiger, dat hier^'^^ 
wordt, en de formule (31) dus vervalt. 

§ 33. In § 23 hebben wij gezien, dat voor de kaart van Neder- 
land 00== 52" 13' 20" en P = moet genomen worden; nemen 
wij echter naar aanleiding van de vorige paragraaf (7=1, waardoor 
P=: -0,00252 wordt, en de assen van de ellipsen van gelijke ver- 
grooting zich verhouden als 1 tot 0,99748; dan vinden wij voor die 
kaart het volgende stel formules 

XzzijpSinK, (38) 

waarbij q^ p en 8 berekend worden uit de formules 



qz:^Th{H\TI), 



_ (7,3193648741) 
^■^ ^A(26 + Cr) ' 



.:=(7.106842253)-^^^. 

ifö=: 0,4657709121, 
= 1,072477159, 



Sin 



C08 



4--0O' 



;;=:(6,8055122574) 



Cos'^ 
2 2 



iS= (7,1065422531) 5> 

4),, = 520 13' 20", 
hg Tg (45° + 1 J/) = 0,4657709121+^1^ »). / 



>) I)e berekening volgens bovenstaande goniometrische formules kan niet met 
de noodige nauwkeurigheid geschieden, tenzij men eene formule opmaakt voor 
het kleine verschil tusschen tp en g». Voor het hier behandelde geval, waar 
6' = 1 is, kan dat verschil , uitgedrukt in secunden, berekend worden volgens onder- 
staande formule, die bij de toepassing op de kaart van Nederland in i» hoogstens 
eene fout veroorzaakt gel^k 0^0000076. 
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In deze formules stellen de tusschen liaalges geplaatste getallen de 
gewone of briggiaansche logarithmen van de coëfficiënten voor; daarbij 
is tevens rekening gehouden met^den in § 23 bedoelden herleidings- 

coëfficiënt (l— ^ — ^ ); zoodat bij deze projectie de vergrooting tus- 
schen de grenzen 

1±--^, =:1 ±0,0000887 = 1± ^ 



11275 

bUjft. 

Door hg worden evenzoo gewone logarithmen bedoeld, en Jf is de 
modulus 0,434294419 dier logarithmen. 

De hier achter gevoegde tabel II geeft de waarden van S^ log2p 
en log q. 

§ 34. Voor een terrein, dat zich over eene groote uitgestrektheid 
uitbreidt, kan de formule (28) van het vorige hoofdstuk voor de ver- 
grooting niet meer toegepast worden; men moet dan zijne toevlucht 
nemen tot formule (2) of (3) van dat hoofdstuk. Nemen wij de laat- 

ste en substitueeren daarin de waarden van — en — uit (23) dan 
vinden wij 

'^— rSinCX ~ V^^Cl' ^ ^ 

welke uitdrukking ingevolge formule (9) den volgenden eenvondigen 

vorm aanneemt 

CX 
m— ^ ^^ (41) 



Voor punten op den eersten meridiaan gelegen zqn deze uitdruk- 
kingen echter niet bruikbaar; omdat zij daarvoor den vorm - aan- 
nemen. Uit 

Tg\tL-=^qTg\C>. 

volgt echter voor dat geval 

CA *' 
waardoor (40) voor den meridiaan van het centrale punt overgaat in 



J'^z^-^ip^d—qTsig^o^, waann (f = --«--i: — JS^—JLH, 

1 — «*5ij«*^„ 

q=:ièffV, logq = 4,38454—10, a = -?^ , log a = 8,4398656. 

bgl 



158 
».=:^. ■ (42) 

T 

Substitueeren wij hierin voor j» en j' de waarden uit (39) en (82), 
dan vipden wij de twee volgende uitdrukkingen voor de vergroo. 
ting in den eersten meridiaan 

r, ÜhH 
^^T Q^Ar^Ojf) ^ (''^ 

en »i = — -— r- (44) 

P^ fommlqs (40) e» (41) z^n wejpig gefidukt voor de berekaqing 
van punten in de nabijheid van den eersten meridiaan, en evenmin, indien 
men d« vepgrooting wil berpkeneiii van eene reeks punten op dezelfde 
parallel. Als volgt kunijien wig de formule da<artoe beter geschikt 
wakwr üit (4»Q) volgt namelijk 

Drukken wij nu den cosinus van \ct door de tangens uijb^ Aan 
vinden wij 
Co8^\a, _ 1 1 

_ 1 1 

~ Co8^\CX^q^Sin^^CX ~l-(l-^*)^»*^e'A* 

Met de waarde van q uit (29) volgt hieruit 

Coa^^cc _ 1 1 

of met de waarde van q uit (32) 
Cos^a, _ 1 

1-1 1 r-^ J^»»|C7A 



m 






1 
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Koodat wij voor de vergrooting de twee volgeude uitdrukkingen 
vinden 



r , -^*J^A 



1 



,^qjpg 1 



(45) 
(46). 



Oos^ 



*-*o 



stellen wij voor C, p en q ook nog hunne waarde, dan vinden wij 



Tq Co8^ 1 



(47) 



*■ ^"^0 Cos* ^!-^ -Cos4'.Co»4>,.Sin*\CX 



■ m 



§ 35. Enkele bijzondere gevallen van deze projectie mogen hier 
nog iets nader ontwikkeld worden» Stelt men in formule (35) P=z— 1, 
dan vindt men voor een terrein, dat zich hoofdzakelijk in de rich- 
ting Van de parallel uitstrekt, voor Ü de waarde 8ln<pQ. De formu- 
les (29) en (32) zijn alsdan niet toe te passen, omdat zij den vorm 

- aannemen. Uit (27) volgt echter vooreerst g = 1, waaruit volgt 
De formules voor de coördinaten worden hierdoor 

tenrijl Toor ^ en iS^ uit (£7) volgt 



S= ^ (1— e-CD) = 2JV, C^0^.e-i<^^8h^CU.\ 
c 



(59) 



Voor de vergroding voigt uft 1[40), laangezien »z=iCX is, 

^_^_£o^ü <Si) 

dbt is eieae ntixbrukkii^/, die geheel oaafhaAkelijk is viwa A, soedat 
de veïgrooting voor alle puntfiaa van dezelfde parallel da^eliSe ]»„ mi 
moL de ksaift tdus in de isMlitiBg van de pasaUel o&bdpaald toni ujit- 
breiden, zonder dat de vergrooting de<»^or veraftdert. 



160 

De hier ontwikkelde projectie is de bekende conforme kegelvormige 
projectie yan Lambübt, ook bekend onder den naam ran de projectie 
van Gauss. 

§ 36. Neemt men het centrale punt op den aequator, dan is 
(po = 0, en daardoor worden alle formules aanmerkelijk vereenvou- 
digd. De hulpgrootheden 6 en 4'^ worden beide nul, en daardoor 
veranderen (29) en (32) in 

_2ro 1 
^'^ C ShCü' ] (52) 

c 
en ^ = 2'j5ri+, 

pz=:-^C^^, \ (58) 



S=^^Tffi^. 



Voor de vergrooting langs den eersten meridiaan geven (43) en (44) 



« = J1^* =l£(l_r^..J,); . (55) 

terwijl voor de vergrooting langs den aequator uit (45), (46), (47) 
of (48) volgt 

de vergrooting voor een willekeurig punt eindelijk wordt vooi^steld 
door 

^ £ó 1 . /57^ 

of door m=^^ ^«1, n't<^'^in> f^^) 

§ 87. Stelt men in de formules van de vorige paragraaf C= O, 
of in die van de kegelvormige projectie in §35 )Sï»(p^t=: (7= O, 
dan vindt men de projectie van Mebcatob. Het gemakkelijkst volgt 
uit (49), (50) en (51) daarvoor 
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r 

De in deze en in. de vorige paragraaf voorkomende r^ is, omdat 
het centrale punt op den aequator ligt, gelijk aan den straal van den 
aequator. 



HOOFDSTUK IV. 

KAARTPROJECTIE MET PAEABOLISCHE MERIDIANEN EN PARALLELLEN. 

§ 38. Stelt in fig. 2, o het gemeenschappelijk brandpunt voor van 
twee stelsels parabolen, wier assen allen samenvallen met de lijn o O, 
maar waarbij de parabolen van het eene stelsel huune opening naar 
O en die van het andere stelsel naar y keeren; dan zullen de para- 
bolen van het eene stelsel die van het andere rechthoekig snijden. 

Ncfmeïf w§ de parabool PQ van het eeèe stelsel ék êfefi fèér^«dn, 
waarvan de lengte A is, aan, dan zal, als wij het gemeenschapjöl^i^ 
brandpunt o voorloopig als oorsprong en de gemeenschappelijke a» 
als ^-as van het coördinatenstelsel aannemen , die meifidiaan voorge- 
steld worden door de vergelijking 

waarin p^, de parameter van de parabool, eene functie van A ial' zijn. 
Be parabool PS van het tweede stelsel als parallel beschouwende, 
dan is de vergelgking van die parallel 

waarin de parameter j? eene functie van de breedte (p is. 

Door uit deze twee vergelijkingen a? en y op te lossen vinden wij 
voor de coördinaten van het punt P 

Stellen wij, om wortelgrootheden te vermijden, p z=lB'' en ;»^ = Z* 
en brengen wij den oorsprong van het coördinatenstelsel naar het 
N. A. V. W. Dl. VIII. 12 
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centrale punt over, dat ingevolge § 17 alleen ergens in een punt O 
Tan de rechte lijn o O kan gelegen zijn, dan vinden wij voor de 
coördinaten Z en F 

Z=5Z, : (1) 

r = ^— +iX«; (2) 



waaruit blgkt, dat alle projectiën, conforme of niet, die bovenge- 
noemde parabolen als meridianen en parallellen bezitten , zeer een- 
voudige formules voor de berekening van de coördinaten opleveren '), 
en daardoor dus een groot voordeel bezitten. 

§ 39. Ter bepaling van de twee functiën B en L hebben wij eene 
van de vergelijkingen (6') van hoofdstuk II. Om deze toe te passen 
differentieeren w\j eerst de vergelijkingen (1) en (2) ten opzichte van 
4) en A, waardoor wq vinden 

^="- !!="■ « 

if—»"- ¥.='" w 

Deze uitdrukkingen, in eene van de formules (6') gesubstitueerd, 
geven 



^) Stelt men zich de vraag eene kaartprojectie te ontwikkelen, waarb^ de me- 
ridianen en parallellen elkaar rechthoekig snijden , en die voor de berekening yan 
de coördinaten de eenvoudige formnles X=BL en Y=zB^-h ^t» waarb^ B en 
B^ functiën van g> en Z en X^ functiën van A z^n, oplevert, dan vindt men 
met behnlp van formule (1) van hoofdstuk II, onmiddell^k bovenstaande verge- 
l^kingen (1) en (2), en dus parabolische meridianen en parallellen. 

Die projectie tot eene equivalente te maken is echter in het algemeen niet mogel^k. 
Dit kan alleen, indien de parabolen in rechte l^nen overgaan. Door namel^k boven- 
staande nitdmkkingen voor X en T in Rr = ^ rr-- — ir- rr^ te snbstitueeren, 

dip OA 09 oX 

vindt men Br=-^B*L'{B* +X?), waaruit volgt dat Z'(5» +Z») onafhankelijk 
van 1 moet zijn. Deze uitdrukking ten opzichte van X gedifferentieerd geeft 

Z»(J?« + Z») + 2ZZ'»=:0 of 5»=— ^iliMi^!!. Hieraan kan niet vol- 

Ju 

daan worden, tenz^* beide leden oneindig groot worden. j?= oo wil zeggen, dat 
het brandpunt zich in het oneindige verw^dert, en de parabolen dus in rechte 
lijnen overgaan. Het tweede lid wordt oneindig groot voor Z' = 0, en dus 
Z = aX, Zullen X en JT echter eindig bleven, dan moet a tot nnl naderen, en 

B = ab z^n, waarin A eene standvastige en b eene functie van g> is. Deze 

ü 

nitdmkkingen voor Z en j? in (1) en (2) overbrengende, vindt men voor a = 0, 

X=^AX en T^Ab. 
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eene uitdrukking, waaraan alleen voldaan kan worden, indien beide 
leden gelijk zijn aan eene zelfde standvastige. Stellen wij deze stand- 
vastige gelijk Ay dan vinden wij 

L' = A en B'z^-^AIT', (5) 

waaruit door integratie volgt 

L=:AX en Bz=B^^AV (6) 

Bij de eerste dezer vergelijkingen is het niet noodig eene standvastige 
te voegen, omdat wij den meridiaan van het centrale punt als eersten 
meridiaan nemen , en dus voor A = O , Z :=: O wordt. 

Met behulp van (5) en (6) vindt men uit (3) en (4) 

U^""' u = -"'- (" 

en deze, ten opzichte van A gediflGerentieerd, geven 

dA»~ ' aA 

Voor het centrale punt vinden wij dus 

(lf)=--(M)=».(l^),-(S)=-. 

waaruit blïjjkt, dat reeds aan de voorwaarden (8) en (14) van hoofd- 
stuk n voldaan is. De voorwaarden (10) en (19) geven de twee 
vergelijkingen 

AB^Tiiffi en A^ z=:r^Sin(pQ, 
waaruit volgt 



.=0. ^=^' (8) 



^=Vr,«»<P.. Bo=.J=y/^ (9) 

f et behulp hiervan gaan de vergeKjkingen (6) over in 



V 



Brengen wij deze uitdrukkingen eindelyk in (1) en (2) over, dan 
vinden wij voor de berekening van de coördinaten de twee volgende 
uitdrukkingen 

12* 
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X=^roil^USh^<p,)X, (11) 

en r=r,{ü'-^U'Sin0oH^r,Sin(po.)i'; (12) 

of X=pX, r=:S-\-qX\ (13) 

waarin p tn S fanotiën zijn van 0, en q eene standrastige is. 
§ 40. Ter bepaling van de vergrooting heeft men, aangezien hier 

^r-r- en :r— r gelijk H^l ajn , u^; form (29) en (30) van hoofdstuk II 
P=2 ^ r^*(J)o-l, en QznO (14) 

•O 

D.ftajr i^ grootheid P gl0.^ne standvastige bevat, waarover naar wil- 
lekeur be^ph^i^t k^ T^orden , zoo is het niet mogelijk , deze projectie 
aan den vorm vajpt bet terrein aan te passen; waardoor zij verre ten 
achter staat b^ de hiervopr behandelde cirkelproj,ectie. 

Laat men 0f^ aangroeien van O tot 90^, dan groeit P aan van — 1 

N 
tot 00 ; zoolang Tg* ^o < "^ > ^- ^•' od^^** -2V(^ en ^o steeds weinig 

van elkaar verschillen , zoolang <^o blijft beneden omstveeks éSfi '), 
is P gelegen tusschen — 1 en -f 1 , zoodat men dan elliptische 
Kjnen van gelijke vergrooting vindt. Yoor grootere waarden van 
(f o verkrijgt men hyperboliscVe ^jnen, van g;eKjlj;e vergrooting, en 
komt men dus in zeer ongunstige verhoudingen. 

Brengt men de waafden van P en Q over in formule (28) 
van hoofdstuk II, dan vindt men voor de vergrooting 

«* = ! + ^ ^- - • • . • (W) 

In 'fig. in zijn met behulp van de waarde 0o=: 62^10' de 
hyperbolen geteekend, waarvoor de vergrooting is li^jOOOlT en 
1 ±0^00029; en daaruit blijkt;, dat men de kaart van Nederland kan 
insluiten binnen de hyperbolen, waarvoor de vergrooting is 1—0,00017 
en 1 -f 0,00029; xoodat, a}6 xyii^Q alle afi^tingei» herleidt i|n reden 
van 1 tot 1 — 0,00006 = 0,99994, de vergrooting blijft tusschen de 
grenzen 1± 0,00023. De afwqking va& de veigrooting bij deze 
projectie is dus ruim 2^ maal zoo groot als bij de cirkelprojectie, 
en in het algemeen als b^ elke symetrische projectie , die eene stand- 



1) By de eUipsoidvormige aarde gaan de ellipsen in hyperbolen over bq 

1 



^y^ = .^^ ., dat ia by y, = omstreeks 45** 2' 50'. 
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titötigè beVai, meb beholp waarvati men de projectie ëan deh roTia 
V&h héffi tërrëid kttü tonpadsen. Die afvr^kitig is mim Viëtmftal vso 
^Hklt ^ BQ eétie niet symetnsohe pnyjectiig, die twéé statidtastdgen 
tot dat doel bëyat. 

§ 41. Voor een terrein, dat zich over een groot gedécttö Vtlö h»t 
{lardoppei^^Iak Uitsteekt, moeteü wij, otn de vergrooting téf be^Ülen, 
Dttze toielrlitcbt hemen tot formule (p) tan hoofdstak II. 

Uit (11) en (12) vinden w^ door differentiatie 

en —=rQSi^(p^.X. 

o A 

Deze uitdrukkingen in genoemde formule overbrengende , vinden w^" 

m = ^ V (1 - USi«(p^)^ + A» Sin^ (p^ , (16) 

Hieruit vol^t Vöo^ de vergroting taü^ dén e«p6te& meridüii^ 

^(l-U8in(t>.), (17) 

en voor die langs de parallel van het cèfiitrale punt 

Vl + A*/&V(p, (18) 

§ 42. Bij de toepass&ftg tan deze pibjectie op een terrein van 
groote uitgestrektheid, ^lif^ nog opgeinèrkt te worden, dat voor 
A = 0, de waarde van J* (d. i. S), sïèbhts zoolang toeneemt met 
iwnemendé iVaërden van ^f als (l-^USin^i^) positief is. Vootf 

^=4". ^"^ 

Deze waarde is geKjk aan de lengte O o figuur 2; het punt, over- 
eenkomende met de uit (19) volgende waarde van U en de lengte 
A = O , valt dus in het ^emeenschappelyk brandpunt. Voor dat 
punt is Volgens (17) de vergrooting gelijk nul. De parallel, overeen- 
komende met die breedte, projecteert zich volgens de lyn oQ. 
Voor grootere waarden van de breedte wordt voor A = O de waarde 
van T kleiner, zoodat die punten zich zullen projecteeren op de 
plaats, waar reeds andere punten geprojecteerd zijn. 

Bij bovenstaande waarde (19) vim U heeft er dus eene soort van 
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disGontinuiteit plaats, en men zal de projectie dus niet verder kun- 
nen voortzetten dan tot de daarmede overeenkomende waarde van 
de breedte. Zelfs zal men van die grens nog eenigsins verwigderd 
blyven, omdat in de buurt daarvan de vergrooting eene zoo kleine 
waarde heeft. 

Wat er plaats heeft voor grootere waarden van de breedte, kan uit 
een theoretisch oogpunt belangrijk zijn: voor de kaartprojectie is het 
geheel van belang ontbloot. Wij zullen ons dus hier niet met dat 
onderzoek ophouden, en alleen de grens iets nader opgeven, tot waar 
de projectie kan uitgestrekt worden. 

Stellen wij de geographische breedte van het punt, dat overeen- 
komt met de waarde van U uit (19), door de letter \|/ voor, dan 
vinden wij voor de berekening daarvan bij een bolvormig aardopper- 
vlak, de volgende formule 

%r^(4B + i,^) = %2'^(45 + ^4>o)+^;^; . . • • (20) 

met behulp waarvan het volgende tabelletje berekend is. 

. <P. + ' 

O», 900, 

16% 880 9', 

300, 810 4^ 

460, 78^30^ 

600, 800 2r, 

750, 84*39', 

900, 900^ 

Uit dit tabelletje blijkt, dat de poolstreken met behulp van deze 
projectie nooit naar behooren kunnen voorgesteld worden. 

Slechts voor ééne bepaalde waarde van $o kan men de breedte 
tot 900 latgjj toenemen; dat is voor ^^zziO, als wanneer het cen- 
trale punt op den aequator ligt. 

In dit geval gaat echter, zooals uit (11), (12) en (16), die hier 
overgaan in 

X=:roA, J 

^=''0^^, (21) 

»» = ^, 

r ' ) 

bbgkt, de projectie over in de bekende projectie van Mescator, 
waarbij de pool op een oneindig grooten afstand verwijderd is. 
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HOOFDSTUK V. 

KAARTPBOJECTLB MET HOMOFOCALE ELLIPSEN EN HYPERBOLEN ALS 
MERIDIANEN EN PARALLELLEN. 

§ 43. Zooals bekend is, worden al de ellipsen, die dezelfde brand- 
punten hebben, rechthoekig gesneden door al de hyperbolen, die die- 
zelfde brandpunten bezitten. Deze eigenschap, waarran de eigen- 
schap, in hetTorige hoofdstuk aan de projectie ten grondslag gelegd, 
slechts een bijzonder geval uitmaakt, kan ook dienstbaar gemaakt 
worden voor eene kaartprojectie. 

Nemen wig voorloopig het gemeenschappelijk middelpunt van alle 
ellipsen en hyperbolen, figuur 3, als oorsprong van het coördinaten- 
stelsel, de verbindingslyn van de brandpunten F en P als y-as en 
de loodlijn daarop als or-as aan, en stellen w\j den afstand ran beide 
brandpunten door 2 A voor; dan zullen, als w^ de ellipsen als paral- 
lellen aannemen, deze voorgesteld worden door 

als B de halve groote as oS van dergelijjke ellips voorstelt, en dus 
eene functie van de breedte (p is. 

De meridiaan, die door de hyperbool QP voorgesteld wordt, heeft 
tot vergelijking 

• -ë + T.3x»=i ^*^ 

waarin X, de halve onbestaanbare as , eene functie van de lengte A is. 
Lossen wij uit deze vergelijkingen de ^ en y op, dan vinden wj 
voor de coördinaten van het punt P, waarvan de lengte en breedte 
door X en worden voorgesteld, 

^=Vö^^^*^, (3) 



:^b1^^1zI1., 



y=-B^^—^ ^) . (4) 



1) stelt men zich de vraag, eene projectie te vinden, waarb^ de meridianen 
en parallellen elkaar rechthoekig snijden , en waarb^ de coördinaten door de een- 
voudige formules x=zB^L^ y ^rBL^ waarin B en B^ fanctiën van q>, Z en X, 
fanctién van X z^n, bepaald worden; dan geeft formule (1) van hoofdstuk II on- 
middellijk de bovenstaande vergel^kingen (8) en (4). 



lis 



Voor de uitvoering van de bwekei^ing is het goed de laatste ver- 
gelijking eene kleine wijziging te laten ondergaan; nemen wij dan 
tdYJSm \sk omUsiü punt, dat ingevolge {17 ergens ia O op de lijn 
FF moet liggen, als oorsprong aan, dan vinden wij 



X—\1b^-A^ -, (5) 

A 

T:=.iB,-BnBéSi2[^EËi (6) 

In è»m vergelijkingen heeft men nu slechts voor ^ en Z wille- 
keurige fiinctiën van ^^ en A te nemen, om verschillende projeotiën ') 
te kKtfgen iD,et homofocale ellipsen en hyperbolen als parallellen 
en meridianen, die echter niet allen conforme projectiën zullen 
voorstellen. Welke functiën voor 5 en Z in dit laatste geval 
moeten genomen worden, zal in de volgende paragraaf onderzocht 
woidep. 

§ 44. Differentieeren w^ de formules (5) en (6) ten opnohte van 
(f) en A, dan vinden wij 



>), Qftt i% in \fiX alg^in^en niet mogelijk, eene equivalente projectie te maken, 
waarb^ de meridianen en parallellen door homofocale elUp»en en hyjpiscbolen woe- 
den vpore^steld, tenzij men de twee brandpunten late samenvallen, waardoor de 
ellipsen in cirkels, de hyperbolen in rechte lijnen, en de projectie das in eene 
kegelvormige overgaat. Substitoeeren wij de waarden van x gb y namdl^k in 
de voorwaarden- vergel^kiog van de equivalente projectie, namelijk in 

d^n vi»dè» wij, na eenige herleiding, i2r = ' : — \ j waaruit volgt 

dat === onafhankelyk moet zijn va* A. Stdteawij dns de daar- 

v^ ten opzichte van l afgeleide functie gelijk nul, dan vinden wij na herleiding 

^* = nrm .,, , • r r,* (-4' — /^*). Aangezien B functie van q» is, zoo moet 

Jj \A* — Xi*) -\- LL ■ 

het tweede lid den vorm — aannemen, waaraan alleen voldaan kan worden door 
O 

L 
eene standvastige waarde voor L te nemen. Uit (B) volgt echter, dat — functie 

van A moet z^n; deze uitdrukking moet dus overgaan in —; en dus z\jn L wyA 

beiden HfUi waardoor de projectie in de equivalente kegelvormige projectie 
overgaat. 
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Door deze uitdrukkingen in eene ran de formules (6') van hoofd- 
stuk II over te brengen, vinden wij 



A A 

L' -B' 

of , — = — r== (9) 

Daar het eerste lid dezer vergelijking alleen functie kan z\jn van 
A, het tweede lid alleen van 0, zoo kan aan die vergelijkmg lüleen 
voldaan worden, indien beide leden gelijk zijn aan dezelfde standvaS" 
tige, die wij door C zullen voorstellen; en waardoor wq dus vinden 

-r^ = C, (10) 

en -T=^= =-0ü' (11) 

De eerste dezer vergelijkingen geeft door integratie 

X 

A 

waarbij geene standvastige behoefii bijgevoegd te worden, omdat wij 
den meridiaan vaa* het centrale punt als eersten, meridiaan aanaemen. 
Uit deze veigelijking volgt nu 

A 



yjA^'-L^ 

3 = CosCX, (12) 



A V^* ^-=l-(7o,CA=:2i8ï»»i(7A; 



A 
zoodat w^ voor de formules (5) en (6) kunnen schrijven 

waarin p, q en S functiën ^n ^ zijn, waart«n ea»s voom^ taM^sr 
kunnen ontworpen worden. Deze functiën worden bepaald door de 
formules 



J (^«) 



p 
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= v/^*-^S 



y = 2^, -a*) 

S — B^-B, 

§ 45. Voor kleine waarden van A zijn de formules (13) eenigszins 
lastig in het gebruik, doordat men de log Sin Tan kleine boeken 
moet zoeken. Voor dat geval kan men ecbter aan die formules een 
meer practiscben vorm geven. 

Neemt men namelijk in aanmerking dat 

is. dan kan men. zoolang ^* minder bedraagt dan de helft van 

loU 

de zevende decimaal, d. i. zoolang fis<3^51' is, voor log Sin a 
scbrijven 

logSincc==ilogx-^cc^ = logBffV' + loffcc''-(jBg^V'^cc'**, 

als ce," den boek cty in secunden uitgedrukt, voorstelt. 
Met bebulp biervan vinden wq 

loffX= logp+logSinCX^ hgv^hgBgV'^logCh"- {^ Bg^ 1"^ C* A" » = 

z=,log{pCBgV')Jthg>:'^{^(flBgn"\ A"S 

log{r''S)—logq+2logSini CX — 

/M \ C*A"* 

= %^ + 2%^^l''+2%^CA''--2f-Jf^>rj^^-^z= 

=^P[Ymö^)^log{lO^^Bgn''y^ 

Stelt men nu log(j>CBgV^)^p^, \ 

^^{my)=='^*' (14') 

dan gaan bovenstaande formules over in 
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De grootheden jf^ en g^ zijn hier function van $, die gevonden 

worden door bij loffp en loffq op te tellen respectievelijk log[CBgV') 

3 
en %-----y = 8,5383069478-10; de grootheid t is eene stand- 

vastige; en de correctie A wordt, uitgedrukt in eenheden van de zevende 
decimaal, gevonden uit 

log£i=t-\-^logX", 

Voor de berekening (zie § 10) schrijft men eerst de grootheid p^ 
uit de tafel op, daaronder log>!'\ naast jp^ schrijft men de stand- 
vastige ^, en daaronder het dubbel van %A". Door de beide laat- 
ste samen te tellen vindt men de logarithme van A, die men dus 
kan opzoeken; de waarde van A afgetrokken van de som van j?, en 
log>^' geeft dan logX\ en de helft van A afgetrokken van de som 
van i en %log>!\ en daarbij opgeteld de grootheid q^ uit de tafel, 
geeft log{r—S), waaruit X en T gemakkelijk gevonden worden. 

De hier ontwikkelde formules z^'n geldig, zoolang CA < 3® 51' en 

3^51' . 
dus A < — — — 18. 
C 

§ 46. Ter bepaling van de in (14) voorkomende functie B volgt 

uit (11) door integratie 

en dus B + V B^^^ = («o + "J B^*-A*)er-cv^ 

waaruit door deeling op de grootheid A^ volgt 

B- yJJi-A^ = («o - V-So'-^*)*^"- 
Uit deze twee vergelijkingen volgt nu onmiddellijk 

pCP_,— CF , gCVA.f—CU 

p = ylW^*=-B/—f—+\/B„*-A*t^f-, 

y = 2i? = 2?o(eCP+«-CT)- VÏ7^:5»(«ci'-«-c»), } (15) 

gCP^g-Cü>^ ^ ./■„ ^ ■ ^^ gCP_g- CP 

2 



S=B,-B = B, (l-f^!d^") + ^bT^A* ' 



§ 47. Ter bepaling van de standvastigen ^^ en ^o » ingevolge de 
voorwaarden in het tweede hoofdstuk ontwikkeld, vinden wij uit 
(8) met behulp van (10) 

5f = i^«^^^^^''' 5^ =>•■■•<'«' 



172 

Meruit volgt verder, door differentiatie ten opzichtb van A, 
3»JC ü ,.f—-^, LL' (?4 






4 ih -DX'fii: — i»V^?*^^. 

Il» ^ ^ ) 



Voor het centrale pnnt volgt hieruit 

» •0)=». P)=^».' 

waaruit blijkt^ dat aan (8) en ^14) Tand hoofdstuk II ]^6d« földttim 
is; terwijl tdt (10) ett (19) rolgt 

en C^5^=ro/Si«$o, 

zoodat V^o*-^*=^, W 

i?. = ^ï^ (19) 

is. Deze uitdrukkingen in (15) ovetbrengehde , yinden wij 

^=-cL~^ G-\—T VJ- I 

Uit (18) en (19) Tolgt nog voor de waarde yan A 

A=. v/v-'^=\/^^-^* = § ^jm^^Pö^, (31) 

waariüH büjjkt dat C al^d lÉéiner moet 2i{|n dan Sin^Q, 

§ 43. De formules (20) zijn niet voor logarithmische berekening 
gbsdiikt'} 2^ kuènei» daartoe tidltef gem^hikt' gèüaill^ Wtfrdeii door 
het inyoeren yan de hyperboMèehe fdndaën,^ volden wij dtu téfétii 
de hulpgrootheid d in, bepaald door de yergelijkittg 
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im nmdm wg «« eenige Wleiding 
^ * 



, = !JlV^Z^«*(«^Cï7) =^^*(«-CZ7). 



^ Chii-CU) =2J0h(,i-CU). ^(28) 



5= g *"' ^'^'^o ^ Sk(i-{CO)M\OU=iJSi(i-^OU)J8kiOU. ' 

Nog langs anderen veg butnen de fbrmvtM (90) roor logarith 
mische bearekening gea^kt gemaakt worden; etdt Hwn namdqk 

1 



en Nii)ploffTff{46 + ^i,y=zN4iploffTff{4a^\4>«)-^OU, . . (25) 
dm gMA 4e fsipuks (20) fta. eenige herleiding, orear in ') 



r^Sm^o 2 2 _ « ^ 2 2 



S=2'-^"^^ • 1~=2/1. . 

J 49^. T^ beoordeelmg, vm 4e vergroQtmg Toor een terrein van 
g^oge iwtgpatacdctheid naerkeja w^' op,, dat de grootheid Q. van hoofd- 
ek Xl hm 9^1 ifl., omdat da proj.eQtie symetrisch is ten opzichte 
Y90. de^ mendiaan door het centrale punt. Ter berekening van F 
Yvsyim wq lut (17) door differefttiatie 

voor het centrale punt volgt hieruit 



') Brengt men de formules (23) en (26> in veitoè met (18), en neemt men 
ah ooTspn)]^ het gemeouschap^lüjk middelj^ont van alle ellipsen en hj|«r1)olen» 
dan vindt men voor de coördinaten de volgende eenvoudige uitdrukkingen 

x=:ASh(è^CU),SinCX, yzr^-^AChiè — CJPi.CoaCX, 
en a:=:J^^,/$!i«C?^, y:a--^&C^.Öw(7A; 

voor de practiache berekening z^n echter de formules (13) in verband miit (^8) 
of (26) veel doelmatiger. 
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Deze uitdrukking, overgebracht in fonnule (29) van hoofdstuk II, 
geeft 

i.=2|? r,«<i>,-i-2^ ^=4 m^:—-'- (^7) 

waaruit omgekeerd volgt 

(7* = .SÏ«»(Po~^^f^Ö>«*4>o (28) 

Aangezien P de grootheid C bevat, waarover naar wiUekeur be- 
schikt kan worden, zoo kan deze projectie aan den vorm van het 
terrein aangepast worden, zoo goed als dat bij een symetrische pro- 
jectie mogelyk is. (Zie § 23). 

l+P 
Daar — - — altijd positief is, zoo is (7* werkelijk kleiner dan Sin^^^, 
2 

en de grens, door formule (21) aangegeven, dat C* niet grooter mag 

zijn dan Sin*0Q, belet dus niet de waarde van C^ volgens (28) te 

bepalen. 

Uit (28) volgt echter, dat voor Sin^(po<^^ ^ Oo8^0o> dat 

2 jBq 

is voor ^ r^^^o< — — , de waarde van C7* negatief, en C dus 
iVo 2 

l+P 
imaginair wordt. In dit geval , — dat zich , omdat — r— hoogstens 

2 

gelijk aan de eenheid kan zijn, alleen kan voordoen, indien de breedte 
van het centrale punt minder dan 45 ^ bedraagt , — verkrijgen de for- 
mules voor de projectie een imaginairen vorm; zig kunnen echter tot 
bestaanbaren vorm worden teruggebracht. Welken vorm die verge- 
lijkingen dan aannemen, en wat daar verder bij valt op te merken, 
zullen wij later onderzoeken. (Zie § 54) *). 



1) In de Chorographie van Littrow (zie de vertaling daarvan door Lobatto. 
's Gravenhage en Amsterdam 1842, blz. 149—150 en 195—197) komt eene pro- 
jectie voor met de formules 

Cos q> 

later komt nog eens dezelfde projectie voor, met de gewijzigde formules 
_ Cosl _ Sin?, 
*"■ Sin^* ^~ Jyi* 
waarin i{r=:90— 9 is, de meridiaan van het centrale pont overeenkomt met 
A = 90^, en de assen 90® verdraait z^n. 
Eindel^k vindt men daarin de meer algemeene formules 
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§ 50. Ter bepaling van de vergrooting bij een uitgestrekt terrein 
moeten wij terugkeeren tot formule (3) ?an hoofdstuk II. Substi- 
tueeren wij daarin de uitdrukkingen voor de differentiaalquotienten 
Tolgens (16), dan vinden wij 



Brengen wij hierin de voor ^ en Z gevonden uitdrukkingen over, 
dan vinden wij voor de vergrooting de volgende formules 



r 



r 



r8M 






en 



Voor de punten langs den middelsten meridiaan volgt hieruit 
_Cp _ r^8h(h-C0) \ 



en m — ^ , , 

en voor de punten langs de parallel van het centrale punt 



(30) 



De hierin voorkomende grootheid m geeft geen grootere algemeenheid; z^ bepaalt 
alleen den eersten meridiaan; de grootheid n komt overeen met den in dit hoofd- 
stak ingevoerden parameter C, 

Al deze projectiën hebben elliptische parallellen en hyperbolische meridianen 
met gemeenschappel^ke brandpunten; z^ behooren dus tot de hier ontwikkelde 
projectiën. Yan de laatste wordt wel gezegd ^Doch ook bij deze meerdere alge- 
«meenheid bemerkt men evenmin, welke bijzondere voordeden daarin voor de 
«praktijk mogten kannen opgesloten liggen," maar zg worden niet nader onderzocht. 

Germain neemt in zijn „Traite des projeeiions des cartes géographiques** 
p. 74, de eerste van bovenstaande formules over, zonder ze nader te onderzoeken. 

Bij nader onderzoek bl^kt het, dat hier de brandpunten op den equator lig- 
gen, een bijzonder geval dat w^ niet 'behandeld hebben; omdat het geen bruik- 
bare kaartprojectie oplevert. 

Dit z^n de eenige projectiën, die w^ beschreven vonden, waarbij de parallellen 
en meridianen door homofocale ellipsen en byperbolen worden voorgesteld. 



m=i\J 
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l^.^al^f^.Sb.^CK (81) 



§ 51. Enkele bijzondere gevallen, die zich bij deze projectie voor- 
doen, dienen nog iets nader ontwikkeld te worden. Nemen wij in 
de eerste plaats P = — 1 , dus geldende voor de kaart van eene 
landstreek, die zich vooral in de richting van den pdralleleirkel 
Hitstrekt. 

Uit (28) v^ voor dit geval 

waamit blijkt, dat voor dit geval, wat ook de waarde van $<, zij 
alt^'d de bier ontwikkelde projectie kan toegepast worden. 

Substitueeren wij deze waarde voor Ü in (21), dan vinden wij 

de twee brandpunten vallen in dit geval dus samen, de elliptische 
parallellen gaan dus in eirkels, de hyperbolische meridianen in 
rechte lijnen, en de projectie in de conformkegelvormige over. 

In dit bijzondere geval komt deze projectie dus volkomen overeen 
met de cirkelprojectie van Lagaaiïge, die, zooals wij in $ 85 gezien 
hebben, voor P = — 1 ook in de kegelvormige projectie overgaat. 
De formules (18) en (20) moeten dftn ook onmiddellijk in de daar 
gevondene overgaan. 

De formules (20) geven vooreerst 

^ = ^ e-c^= No Ctg(p,.e-(^^, 

vcKff q' vindea w$ eene uitdrukking, die juist ovieeeenkomt met %p; 
en zoo wij dit in (13) substitueeren, komt er 

r= 8+ 2pJ^n* I CA = ^+ XTff{ CA, 

wrike< ftHrmules juist overe^komen met de formuleer (4&) en (50) 
van genoonde paragraaf. 
De eerste i»n de formules (29) geeft eindelijk voor de vergrooting 

« = ^ = Ii^cr, 

r r 

overeenkomende met formule (51) van genoemde paragraaf. 
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§ 52. Een ander bijzonder geval, dat opmerking verdient, is het- 
geen wij krijgen, als wij 6"= O stellen; dus de overgang tusschen 
de boven ontwikkelde formules en de straks te ontwikkelen formules, 
waarbij C eene imaginaire waarde verkrijgt. 

Stellen wij in (21) C?=0, dan wordt A oneindig groot; het eene 
brandpunt {F) verdwijnt dus in het oneindige, en de ellipsen en 
hyperbolen gaan dus over in parabolen; zoodat wij de projectie terug 
vinden, die in het vorige hoofdstuk behandeld is. De formules (13) 
en (20) moeten dan ook in de daar ontwikkelde formules overgaan. 

Uit (13) volgt vooreerst voor zeer kleine waarden van C 

en r=S^\qC^X'^i 

uit (20) volgt dan verder, voor ^(7, q(J^ en /S', als wij C lot nul laten 

naderen , 

Deze uitdrukkingen in vorenstaande formules voor Z en Z over- 
brengende, vinden wij 

volkomen overeenstemmende met de formules (11) en (12) van het 
vorige hoofdstuk. 

§ 53, Passen wij de projectie met elliptische parallellen toe op 
de kaart van Nederland, dan moeten wij ingevolge § 23 nemen 
(p^ = 52n3'20" en P z= 0. Uit formule (28) volgt dan 

(7 = 0,6607629743 (32) 

Met deze waarden voor C en 0^ vinden wg 
X —p Sin 0,6607629748 A , 1 

r=/8'+j?iS't«>0,330381487lA.J ^ ' 

De hierin voorkomende grootheden p^ q ^n 8 zijn functiën van ^, 
waarvan vooraf de waarden voor verschillende waarden van in 
eene tafel vereenigd kunnen worden. Zij worden berekend met be- 
hulp van een van de twee onderstaande groepen van formules. 
N. A. V. W. Dl. VIII. 13 
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^=(6,5898074847)/8'^(ö-CC7), ^ =(6,8908874804) (7>l(ö- (7(7),' 

5=(6,8908374804)5A(ö-|^r;i7).5;^|r;27, 

Jf ö = 0,5^46047482, ö = 1,2077168144- 



^ = (6,5898074847) Tg^^, q = (6,8908874804) .SfecJ/, 
^=(7,1514711369) ~ 



(84) 



C08^ 

log Tg (450 +4- 4;) = 0,6245047482 - CMV, 

4/^, = 560 48'9",8734. I 

Bij deze fonaules is rekening gehouden met den herleidingscoêf- 

c* 11274 

fieient 1— ^ — T^^TiW»; ^*^ h^^i zoodat by deze projectie de 

vergrooting binnen de grenzen 

c* 1 

1±^ = 1± 



■8po* -^11275 

Wijft. 

De tusschen haakjes geplaatste getallen stellen de gewone of Brig- 
giaansche logarithmen van de coëfficiënten voor. Door log worden 
die zelfde logarithmen bedoeld, en door M hun modulus 0,43429448. 
Verder is bij de berekening gebruik gemaakt van de Besselsche afïne- , 
tingen van de ellipsoïde. 

Voor kleine waarden van A vindt men uit (14') éii (14''j 



.. ' ,A (34') 



%(r-/S) = ^ + 2%A' 

waarin p^ = 4,5056205662 — 10 + logp, \ 

^j = 3,5383069477 -10 + %j?,| ..... (34") 
1^=4,8708741933-10. ) 

Deze fo*muIes' zijn bruikbaar, zoolang A kleiner dan _ , , , dat is 

0,66 

kleiner dan 5^5'0' is, èn das voor geheel Nederland toe te passen. 

§ 54. Uit formule (28) van §49 hebben wg g'ezien, dat voor 
waarden van (p^ kleiner dan 46° de voordeeligste waarde van C^ 
negatief én C dus imaginair kaïï i^ordén* De formules voor de be- 
rekening van X en r verkrijgen daardoor een imaginairen vorm, 
maar X en J" bleven toch reëele waarden behouden. Om die for- 
mules tot bestaanbare vormen terug te brengen, zullen w^Ö=zCf ^ —l 
steUen, waardoor formule (28) overgaat in 
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De formules (13) gaan nu over in 

r=3+qah*i0t?>.>J-i=z8+q\J- 1 V-ij = 

Voor p^ =.p V-ï", ïi ==— } èn 5, = S Tiriden irij d«li uit (20> 

?!=-? = 

-», = & = 

Vóeréii wij nu nóg een hulphoek öj in, bepaald cÈoo* de be- 
trekking 

^=0b«.. .....(36) 

en lefcten er op dat (21) overgaat in 

^=^V«»«<^, + C,' = ^.). ....(87) 



ï) Door de verandering van C in C^ |/ — 1 geeft formule (20) eene negatieve 
waarde voor J, daarmede overeeiikomende, dat A hier in fègengestëlden zin voor- 
komt; het brandpunt F' (fig. 4) ligt hier namel^*k op het negatieve gedeelte der 
r-as, en niet zooals in fig. S op het positieve deel. Daar wij echter alleen met 
de absolute waarde van j^ te maken hebben, zoo laten wij in form. (87) het nega- 
tieve teeken weg. 



13* 



180 






dan vinden wij na eene eenvoudige herleiding het volgende stel for- 
mules ter berekening van X en F ^) 

¥z 

waarin p^=:ASin{^^^CiU), j 

q^ =2^ö>«(6i-C, U), (39) 

Onderzoekt men met behulp van de formules (38) den vorm van 
de meridianen en parallellen, dan vindt men , dat hier de meridianen 
door ellipsen en de parallellen door hyperbolen worden voorgesteld. 
Wij zullen dat onderzoek hier niet instellen, maar, uitgaande van den 
vorm voor de meridianen en parallellen, rechtstreeks de formules 'voor 
de projectie afleiden, waardoor wij dan de formules (38) en (89) zul- 
len moeten terug vinden. Wij zuUen dan tevens de overige groot- 
heden, zooals de vergrooting, die op deze projectie betrekking heb- 
ben, rechtstreeks kunnen afleiden. 

§ 55. Nemen wij de hyperbool FS (figuur 4) als parallel aan, en 
stellen wij oS = jS, dan is de vergelijking daarvan 



+ ^,=1 (40) 



A^'-B^ ' B^ 

De vergelijking van de ellips QPT, die den meridiaan ter lengte 
A voorstelt, wordt, als wij oT = Z stellen, 



*) De berekening met Sh C^ X is voor kleine lii-aarden van il niet omslagtiger 
dan de berekening met SinC^X, ook al bezit men geen tafel van hyperbolische 

functiën. Men heeft namelyk Shz=.z + jjj + 1^5 + 1.8.8A5.6.7 + -= 

M M 

4- -^ ;?« 4- . . . De term :r^ «* wordt echter eerst voor z = 8®50' =: 0,06690 

gelgk aan 0,00000004884 en bereikt dos nog niet de helft van de ?(>« decimaal 
Zoolang dns il bl^ft beneden 8^50' ifi^ is altijd kleiner dan de eenheid), kan 
men zich bepalen tot de uitdrukking 

logShzz=^loffZ'\- ^ars = %«-}- (8,8596881 — 10)z«, 

M 

of, indien z in seconden gegeven is, en men den corrcctie-term -^ z^ nitdmkt ia 

eenheden van de 7<^« decimaal 

loffSh.z sz 4.6855748.668 + %«"+ (5,2807828-. 10)^'*. 
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Uit deze twee yergeüjjkingen x en y oplossende, rinden'wij 

1,-B ^ 

Nemen w^ rerder ingevolge $17 het centrale punt in O, dan 
vinden wig voor de coördinaten Z en J" 



Z = V^»--B*2' 






. . (42) 



Door deze uitdrukkingen ten opzichte van ^ en A te diffisrentiee- 
len komt er 

iX_ -B Lff dr_ B'yjA*+L* 

^<P~1T^TW' T^~ ^ ^ ^ 

waaruit, door substitutie in eene van de formules (6') van hoofdstuk 
n, volgt 

A A 

of L' _ T^ 

Daar het eerste lid dezer yergelijking uitsluitend A kan bevatten, 
en het tweede lid aUeen functie kan zijn van 0, zoo kan aan die 
vergelijking niet voldaan worden, tenzij beide leden gelijk zijn aan 
eene zelfde standvastige. 

Stellen wij deze standvastige door C^ voor, dan vinden wij on- 
middellijk de volgende twee vergelijkingen ter bepaling van Z en 5 

-T--^ = ^i> (46) 

en -7 = C.ir (46) 

De eerste hiervan geeft door integratie 
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log '2 =^1^» 

waarbij het niet noodig is eene standyastige te voegen, omdat wij 
den meridiaan van het centrale punt als eersten meridiaan aannemen, 
waardoor voor A = O, Z = Q wordt. Hieruit volgt 






en door deeling op de eenheid 



4 
en hiemit vinden wij nu onmiddellqk 



= e-'^.^ 



Ai 






== OkCiX-l == i8k*\C^ A; 



(47) 



waardoor de formules (42) overgaan in 






als wij 



(48) 
(49) 



p,= \lA*-B'*, 

S| ^ S — 5j , 
stellen. 

Op gelijke wqze als in $46 vinden mj, zoolang X kleiner is dan 

— ^j- , de volgende fonnules 

l0ff{T-S) = q^ + t-\-2l0ffX" 






(49') 



waann 






(49") 
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Paze fonaules komen op het teeken van A na rolkomen o?ereen 
met de formules (14') en (14"). 

§ 56. Ter bepaling van de functie J5, en dus van p^^ q^ en /Sj, 
geeft (46) door integratie 

\Ia^-B^=ACos(c^ U-^-BgSin^^ \J A^'-B^^CosQ^ U^B^SmCi U. 
Voereftwi^ nu nog den hulphoek d^ in, bepaald dqor de formule') 

«, = w-:^s^ ^ . <rf (%ft, __^^^, . , , (4JÜ 

dan vinden wijj 

S^=B^B^=A[Co8{^^-CiU)'-Oo8^^] = \ 

zooals men ziet, stemmen de formules (48) en (50) volkomen over- 
een met de formules (38) en. (39), die langs anderen weg gevon- 
den zijn *). 

5 57. Ter bejifding vi^i^ de twee standvastigen ^ en dj, of ^ en 
B^y vereenvoudigen wij eerst de differentiaal-quotiënten (44) met 
behulp van formule (4&), waardoor wij vindei\ 

'i='i ^^^ ^-3^^. |{ = 5i.x..(5i) 



ja f 

1) Mea had upg ecnvottdigpr kunuön stellen J^5ï»-^ = ö» (wa^irujit volgt 
7>fl, = ° =-— ^,vergelMk form. (56) I, waardoor wy onmiddellijk vinden 

Wy kozen echter bovenstaande formules (49) en (50), omdat die, wat den vorm 
betreft, beter overeenstemmen met de formules (28) van dit hoofdstuk. 

^ Door de formules (48) en (50) samen te verbinden en den oorsprong in 
het gemeenschappelijk middelpunt van de ellipsen en hyperbolen te nemen, vindt 
men de formules voor de coördinaten onder den allereenvondigsten vorm 
a? = JiSJ«(fl, — (7j ü").5A(7jX en y - ACoi{,^^ — C^V),ChC^X, die echter 
wat de practische bruikbaarheid betreft, vooral bij een betrekkel^k klein terrein, 
achterstaan bij de formules (48). 
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Deze uitdrukkingen nogmaals ten opzichte yan A differentieerende, 
komt er 

Uit (51) en (52) volgt dan verder voor het centrale punt 

(-)=c.V7--v. (II) =0. 

er blijkt dus reeds voldaan te zijn aan de formules (8) en (14) van 
hoofdstuk U; terwyl uit (10) en (19) volgt 



waaruit wijj achtereenvolgens vinden 

V^»-5o»=g- (53) 

i?. = ^« (54) 



_B5 _, 



. (56) 

§ 58. Ter beoordeeling van de vergrooting bij een terrein van ge- 
ringe uitgestrektheid merken wij op, dat hier wederom de grootheid 
Q van hoofdstuk n, ten gevolge van de symetrie, gelijk nul is. Ter 
bepaling van F vinden wij uit (52) door differentiatie 

g = ^ V:?^^i' = ^ V^^^^ v'2ï+x5 . 

en dus voor het centrale punt 

(§3?).= ^»' V'^*-^.* = '-.^i* (57) 

Deze uitdrukking in formule (29) van hoofdstuk II substitueerende, 
vi»den wij 



185 









en hieruit volgt voor Cj, als P bekend is, 

C»* = ^|^<7«»(|)„-^»<(»„. (69) 

overeenkomende met formule (35). 

§ 59. Ter beoordeeling van , de vergrooting bij een terrein van 
grootere uitgestrektheid moeten wij wederom onze toevlucht nemen 
tot formule (3) van hoofdstuk II. Substitueeren wij daarin de waar- 
den van ^— en :r— uit (51), dan vinden wij 



en door hierin de waarden van 5 en Z over te brengen, vinden wij 
voor m de volgende uitdrukkingen 

n . \ 



r 
AC, 



\/i^»*(«i -^1 V)\Sh'^ Cl A = 



V^»V(6i-(7,27")+^>l»(7iA, 
m—^^_ \/a>&2C|A-a>«(2öi-2ai V). 
Voor de punten langs den middelsten meridiaan volgt hieruit 



(60) 



en voor de punten langs de middelste parallel 



(61) 



§ 60. Bij de toepassing van de beide in dit hoofdstuk ontwik- 
kelde projection doet zich het zelfde bezwaar voor, als wij bij de 
projection met parabolische meridianen en parallellen in het vorige 
hoofdstuk gezien hebben; dat er namelijk eene grens aan te wijzen 
is, waarbij het niet meer mogelijk is het daarbuiten gelegen terrein 
naar behooren voor te stellen, omdat de punten van dat gedeelte 



186 

zouden vallen ter plaatse , waar reeds andere gedeelten van het terrein 
geprojecteerd zijn. Zelfe zal men bij de voorstelling nog eenigsins 
van die grens verwijderd mqe^^n blijyen, omd^t zich d^a^bij zeer 
abnormale verhoudingen voor de vergyoo^ing voordoen. 

Beschouwen wij eerst de laatst behandelde projectie, waarbij de 
meridianen door ellipsen en de parallellen door hyperbolen worden 
voorgesteld, en die hare toepassing vindt in het geval, dat 

is, en waarvoor C, gegeven wordt door de formule (35), namelijk 



Schrijven wij daartoe de formules voor die projectie onder den 
Wesj; eienvpi^pligen vorm, namelijk 

waarbij de oorsprong niet in het centrale punt, maar in het gemeen- 
schappelijk middelpunt van alle ellipsep en hyperbolen is aangenomen. 

Uit die formules blijkt, dat er, wat de lengte betreft, geen grens 
voor de projectie is aan te wij^eip; op een zelfde parallel kunnen wij 
de lengte dus onbepaald laten toenemen, zonder dat daardoor eenige 
abnormaliteit ontsta^^. 

Met de breedte is dit geheel anders; laten wij de breedte toene- 
men, d^n, n^ffit (öi — Cl i7) ï^f, en dua po«(ft,--p, TI) to^, totdat 
(ö j — Cj ü) gelijk nul wordt. Voor deze waarde projecteeren zich de 
punten op het gedeelte Fy (figuur 4) van de ^f-as, en voor grootere 
waarden neemt y weer af, en projecteeren de punten zich dus op 
plaatsen, waar reeds andere punten geprojecteerd zijn. De bovenste 
grens wordt dus aangegeven door de breedte, behoorende bij de 
waarde [van 27, bepaald uit de volgende betrekking 

V=f^ (64 

Wat er voor grootere waarden van de breedte verder plaats heeft, 
is voor de kaartprojectie van geen belang , en zal dus hier niet nader 
onderzocht worden. 

Laten wij de breedte van ^q afnemen, dan wordt (o,-^Ci?7) 
grooter en (7<m(0, — Cj ü) kleiner, wordt negatief, en die negatieve 
waarde neemt verder toe, tot 6, — Cj CTsst wordt; voor nog klei- 
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nere waarden van de breedte zal de negatieve waarde van den cosi- 
nus we^r afnemen, en zuUen de puisten zich weer prqje^cteeren op de 
pla^t^^ w^ar re^ds an^e^e pinten geprojepteerd ^'n. De benedenste 
grens voor de breedte wordt dus aangegeven door 

V=-^ ::.:.(8S) 

De grootheid dj, die in deze beide formules voorkomt, wordt ge- 
vonden uit de formule (36), namelijk 



Qtgi 



Sin0Q ^ 



hieruit volgt, dat }n het grén8ge¥i4 Pi:=iO, wi^bij de bovenjje- 
doelde projectie op^udt toepasselijk te zijjn, d, :=Q ^oiclt, waardoor 
de formule^ (j64) en (65) overgaan in 



TT Ö-'*' 

en ü:=z — — =;i— 00. 

Voor de bovenste grens blijven wij dus eene bepaalde waarde 
vinden, die natuurlijk overeen moet komen met de grens in het 
vorige hoofdstuk gevonden (zie formule (19) van dat hoofdstuk), ter- 
wijl de onderste grens eerst bereikt wordt bij 0=— 90"». 

§ 61. Voor het onderzoek van de projectie met hyperbolische me- 
ridianen en elliptische parallellen , — eene projectie , die alleen geldt 
voor het geval, dat 

is, en waarbij de coëfficiënt O bepaald wordt door de betrekking 
(28), namelijk 

schrijven wij de formules weer onder den eenvoudigsten vorm; 
namelijk 

yzzz-AChi^-CUyCoaCX, ƒ • ^ • • • • • • (^^) 

Hieruit blijkt, dat voor toenemende waarden van A de » toeneemt, 
tot CA gelgk aan 90 • wordt; bij nog grootere waajrden van A neei|[^t 
X weer af, de punten projecteeren zich dan op het gedeelte boven 



188 

de^-as, en er komt dus alleen eene grens voor A, zoodra die punten 

in de y-as komen, en x dus weer nul wordt. In dit geval wordt 

CA = 180 o, en daaruit volgt voor de grenswaarde van A de uitdruk- 

180^ 
king —77-. Aangezien echter O steeds kleiner dan de eenheid is, 
c 

zoo ligt die grens steeds boven de 180® en is dus practisch van 

geen bezwaar. 

Laten wij de breedte van (po slï aangroeien, dan wordt {&^CU) 

kleiner, en dus ook de waarde van Ch(^—CU)y totdat 6 — (7l/'=0 

wordt, en alle punten van de daarmede overeenstemmende parallel 

zich op FF projecteeren. Voor grootere waarden van (p neemt 

Ch{h — CU) weer toe, en komen de punten dus weer te vallen ter 

plaatse, waar reeds andere punten geprojecteerd zijn. Er is dus eene 

bovenste grens voor de breedte aanwezig, en deze wordt bepaald 

door de vergelijking 

>= ^ (67) 

Daar de hierin voorkomende waarde van bepaald wordt door de 
betrekking (22), namelijk 



CotM = 



Sin(p^ _ 1 



C 8in4fo 

waaruit volgt fl =:iV;^%^(45 + |4»o)> 

zoo kan die formule ook als volgt geschreven worden 

U= i i\r^%T^(45 + i*o) (68) 

Eene benedenste grens is voor de breedte in dit geval niet aan- 
wezig , aangezien , bij waarden van (p kleiner dan (p^ , U negatief 
wordt, en bij afnemende waarden van ^ die negatieve waarde steeds 
toeneemt, tot zij voor 0= — 90° oneindig groot wordt; gelijktijdig 
daarmede neemt dus ö — (7£r tot in het oneindige toe, en daarmede 
ook de waarde van (7A(6 — (717). 

In het bijzondere geval, dat men aan P de uiterste waarde P =— 1 
geeft, wordt C=JSAn0f^; de hulphoek t^^ gaat daardoor over in 
90®, en 6 wordt dus oneindig groot; dit is dus ook met de grens- 
waarde van U het geval, en hiermede komt overeen de grenswaarde 
0=z9O^. In dit bijzondere geval, waarin de projectie, zooals wij 
in § 51 gezien hebben, in de kegelvormige projectie overgaat, kan 
zij dus tot aan de pool worden voortgezet; in ieder ander geval is 
dit niet mogel^'k. 
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§ 62. Ten einde de bovenbehandelde grenzen eenigszins nader 
aan te wijzen, volgt hieronder eene opgave van die grenzen voor 
verschillende waarden van (pQ en van P, in de onderstelling van 
een bolvormig aardoppervlak. 

Voor dit bijzonder geval is iV^miZo, 

en U=NeploffTffi4>^+i(p)''NeploffTffii^ + l<p^), 

waardoor de boven behandelde formules in* de volgende eenvoudigere 
overgaan. 

1. Voor Tff' 0, < ^^ of Co82(p,> ^^, 



Tj£A 

2. Voor Tff^(p,>l±^ of 07^200 <|^, 



In deze formules stelt % de gewone logarithme en M hare mo- 
dulus voor; verder beteekent (p^ de bovenste en cpj de benedenste 
grens van de breedte. 

Tevenö zijn in die öpgftven de hulpgrootheclen Ö^ en éj , respec- 
tievelijk C? en jfQi vermeld. 

De bij die opgave gebezigde waarden van P zijn —1, —|, O, 
+ T en +1. l)e waarden van 0^, waarbij voor die waarden van P 
de overgang van het eene stelsel van bovenstaande formules tot het 

1-4- -P 

andere plaats heeft, zijn, berekend uit de formule T^^Cp^ = -^^ , 

2 
respectievelijk de volgende 

ooo'o", 26033'54", 35n6'52^ 40öB3'36" en 4500'0^ 



1^0 



p 


00 


Coëfficiënt 


Hulphoek 


Bovenste 


Onderste 




C^oïC 


fli of 4^0 


grenë (p^ 


grens (p^ 




(7=0,00000 


+0 = 900 


4),=ÖÖ0 


c|), = -90o 




15» 


0,26883 


900 


900 


-900 




30» 


0,60000 


900 


900 


-900 


-1 


46« 


0,70711 


900 


900 


-900 




60« 


0,86603 


900 


900 


-900 




76« 


0,96693 


900 


900 


-900 




90* 
0« 


1,00000 


900 


900 


-900 




C7, =r 0,60000 


Ö, =900 0' 


(|)j = 850 3' 


c|), = -850 3' 




16» 


0,40776 


57036' 


820 82' 


-890 12' 




30« 


(7=0,25000 


4/^ = 800 0' 


82040' 


-900 0' 


-1 


45» 


0,61237 


600 0' 


840 29' 


-900 0' 




60» 


0,82916 


73013' 


860 64' 


-900 0' 




76« 


0,95722 


82018' 


89* 6' 


-900 0' 




90» 
0» 


1,00000 


900 0' 


900 0' 


-900 0' 




Cl = 0,70711 


ö,=900 0' 


4), = 77037' 


4)j=-770 37' 




15« 


0,63208 


67044' 


76031' 


-830 17' 




80» 


0,36355 


85016' 


78026' 


-890 51' 





46* 


(7=0,50000 


4.,=450 0' 


810 52' 


-900 0' 




60' 


0,79057 


65054' 


860 89' 


~900 0' 




75» 


0,94843 


790 5' 


88046' 


-900 0' 




90* 
0» 


1,00000 


900 0' 


900 0' 


-900 0' 




C7,= 0,86603 


Ö, = 900 0' 


4), = 71*29' 


0, = - 71029' 




Ï6« 


0,79547 


71^69' 


720 1' 


-760 6' 




30* 


0,55902 


48*11' 


76028' 


-860 46' 


+1 


45^ 


C= 0,^5355 


ifjjizSOO 0' 


1^9059' 


-900 0' 




éoö 


0,75000 


600 0' 


84042' 


-900 0' 




76» 


0,93966 


76086' 


88«2'7' 


^900 0' 




9m 


l.OOdOft 


900^ (f 


9^00 (f 


-900 0' 




C7,= 1,00000 


ej=9oo 0' 


(p^ =66031' 


$^ = -660 31' 




150 


0,93060 


74027' 


680 30' 


-69035' 




300 


' 0,70711 


54044' 


72069' 


-810 0' 


+1 


46» 


Ö',=(?= 0,00000 


6j = 4^,=0O 0' 


78^30' 


-900 0' 




600 


= 0,707.11 


+, = 54044' 


88056' 


-900 0' 




750 


0,93060 


74027' 


88014' 


-900 0' 




900 


1,00000 


900 0' 


900 (/ 


-900 0- 
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HOOFDSTUK VI. 

AARTPBOJECTIB MBT EENTOVDIGB ÏB'ORjMtULBS YOOR DC BEABKEKÏNG 
VAN DE OOÖBDlNATEN. 

§ 63. In dé vorige hoofdstukken zijn wij, uitgaande yan eenvou- 
dige lijnen voor de meridianen en parallellen, gekomen tot zeer een- 
voudige formules voor de berekening van de coördinaten van de 
verschillende punten, waarvan lengte en breedte gegeven is^ 

De allereenvoudigste formules leverde de projectie met parabolische 
meridianen en parallellen, namelijk 

Xz=.pX, 

waarin p tn 8 uitsluitend functiën van (^ zijn, en waarvan de waar- 
den dus in eene tafel vereenigd kunnen worden; de grootheid q is 
eene standvastige. 

Deze projectie heeft echter het nadeel, dat er geene parameter in 
voorkomt, waarover men naar willekeur kan beschikken om de pro- 
jectie aan den vorm van het terrein aan te passen. 

De andere ontwikkelde projectiën beatten dit nadeel niet;, zij kun- 
nen, voor zooverre dit bij eene symetrische projectie mogelijk is, 
goed met den omtrek van het terrein in verband gebracht worden; 
daarentegen moet tnen telkens de tangens of sinus van een kleinen 
hoek opzoeken, en dit moet vooral bij de toepassing op een klein 
terrein en op eene groote schaal lAet groote nauwkeurigheid geschie- 
den. Hierdoor zijn de formules voor deze projectiën eenigszins lastig 
!n M geltfüik; én voorttl véél lastiger ètaa de bovenstiaiuMe folüitüés; 

De vraag doet zich dus voor, is het niet mogelijk aan die formu- 
les eene zoodanige wijjziging aan te brengen, dat zjj met behoud 
van den; een¥ouidigen vohit toeh ntttr bdioovsn «sn het ienreitt Ëan- 
nan wordeïil sangepast. 

Hiertoe' moöteH die formnles^^ behalve aan de vèotwilÉnfen 

Xo = 0, ro = o. 



(if).=- 6f) .=«• 



(1) 



ook nog voldoen aan de voorwaarde, die uit formule (29) van hoofd- 
stuk n voortvloeit, namelgk 
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(ir.)=4^^'-<*"*—«'">- •-■■(" 



;.';) • <^' 



Uit deze laatste voorwaarde blijkt, dat in de formule roor de abscis 
X een term in A' moet voorkomen. Wij kunnen dus stellen 

T = q, +?,aM 
en onderzoeken, of het mogeKjk is de grootheden Pi ^ p^y S^o^n q^, 
zoodanig als functiën van ^ te bepalen , dat de projectie eene gelijk- 
vormige is. Is dit mogelijk, dan hebben wij de in die uitdrukkingen 
voorkomende standvastigen maar te bepalen volgens de voorwaarden 
(1) en (2), waaruit voor het centrale punt volgt 

(7) ir\ 
dTJo"*"" (4-0)0= 1^0= o, \ 

§ 64. Opdat de projectie eene gelijkvormige zij, moet voldaan 
zijn aan de twee vergelijkingen (6') van hoofdstuk II; om dat te 
onderzoeken differentieeren wij de formules (3) ten opzichte van A 
en <p, waardoor wij vinden 

en deze uitdrukkingen in de genoemde formules overbrengende, komt er 
qo' + q^'^'=Ptü' + Bp,irx\ 

Daar aan deze vergelijkingen voldaan moet zijn voor alle mogelijke 
waarden van A, zoo moeten de coëfficiënten van dezelMe machten 
vaö A in beide leden aan elkaar gelijk zijn; waaruit dus volgt 

p,'=--2q,irA 

q,'=p^lf. ) 
Integreeren wij deze vier vergelijkingen, en nemen wij daarbij de 
onder (4) opgegeven waarden ter bepaling van de standvastigen in 
acht, dan vinden wijj 
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JP3 = standvastige = -j^ ^ r^ Cos^ 4>o - i^o ^^* 4>o > j 

^, = |r,5ï^4)o + 3p3Cr, )..(6) 

Deze formules stemmen voor ;?3 = O volkomen overeen met de in 
hoofdstak IV gevonden formules voor de projectie met parabolische 
meridianen en parallellen. 

Voor de practische toepassing zal het doelmatig zijn, deze formules 
zoodanig om te werken, dat men A in secunden kan uitdrukken. 

Stellen w^ daartoe 

^,= i^Bgn", j (7j 

■^0 = ?o . 
dan gaan de formules (3) over in 

r=:^, +^,A"«. J 

Voor eenigszins groote waarden van A is het niet mogelijk door middel 
van deze formules, en van eene logarithmentafel met zeven decimalen, 
de waarde van X scherp genoeg te bepalen ; omdat men daarin de waarde 
van J^ X" niet nauwkeurig genoeg kan vinden. Stelt men voor dat geval 

^jA"=A-^,,rA", (9) 

dan is A :=. r ^ X z=i r ^^ BgV' X'\ evenredig met het lengteverschil A, 
en daarvan kan men eene nauwkeurige tabel opmaken. De tweede 
term in die uitdrukking kan met behulp van logarithmen berekend 
worden. De daarin voorkomende coëfficiënt ^^,, waarvan de loga- 
rithmen voor verschillende waarden van (^ in eene tafel vereenigd 
kunnen worden, wordt gevonden uit de formule 

§ 65. Stellen wij ter toepassing van deze projectie op de kaart van 
Nederland (po z=: 62^ 13'20" en P = 0, en brengen wij daarbij den 

coëfficiënt (l-gA) = |^|^, % =(9,9999614799 -10) van § 23 

in rekening, dan vinden wij 

N. A. V. W. Dl. VIII. 14 
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^^=:(6,5926896364)Z7-(6,1896025443)ï7» + (5,4546297848)r^», 
%//, =l,2782645032+%{ l-(9,8978429086-10)Z7+(9,3390614031-10)ï7» ] J 
%^jr=5,56ö6522779-10 + Zo^{l-(9,7422484952-10)Cr}, 
%^3 =9,5113543852-20; 

en voor eenigszins groote waarden yan A 

A = 18,97861445 A", 

%^,^ = 1,1761074068 + %^, + %{l-(9,4412184995-10)Cr}, (12) 

P 

waarbij de tusschen ( ) geplaatste getallen de gewone logarithmen 
yan de coëfficiënten aangeren. 

De tafels IV en IV a bevatten de waarden van Aq, logA^^ logA^ 
en %^^^, voor verschillende waarden van (J), en de waarden van A, 
voor verschillende waarden van A". 

HOOFDSTUK VII. 

NIET SYMETRI80HE KAABTPBOJECTIEN MET . MINIM UMAITWIJKING 
VAN DB VERGEOOTING. 

§ 66. In § 20 van hoofdstuk II hebben wij gezien, dat, om voor 
een terrein van betrekkelijk geringe uitgestrektheid eene kaartprojectie 
te ontwerpen, waarbq de vergrooting zoo min mogelijk verandert, 

— ^ J een parameter moet bevatten, waarover 
o^ /o 

men naar willekeur moet kunnen beschikken. Bij iedere symetrische 
projectie is die grootheid juist gelijk nul; waaruit volgt dat syme- 
trische projectiên in het algemeen niet de meest gunstige zijn voor 
hetgeen de vergrooting betreft. 

De vraag doet zich dus voor, eene niet symetrische projectie te 
ontwikkelen en die naar behooren aan den vorm van het terrein aan 
te sluiten. De in de hoofdstukken III , IV en V ontwikkelde projectiên 
kunnen daartoe niet dienen; want om deze tot onsymetrische projec- 
tiên te maken zou men het centrale punt ergens buiten de door ons 
aangenomen J'-as moeten kiezen. Dit is echter onmogelijk, omdat 
buiten die lijn geen enkel punt voorkomt, waarin de kromtestraal 
van den meridiaan oneindig groot is, eene voorwaarde waaraan voor 
het centrale punt volgens § 17 moet voldaan zijn. 



(11) 



::■} <" 
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De in hoofdstuk YI ontwikkelde projectie geeft gemakkelijk aan- 
leiding tot het ontwikkelen ?an eene niet symetrische projectie, door 
in de formule voor X ook termen op te nemen met evene machten van 
A, en in die voor T termen met onevene machten van A. 

Wij zullen ons, om deze verhandeling niet al te uitgebreid te ma- 
ken» bepalen tot deze eene projectie en tot enkele gevolgtrekkingen, 
die daaruit voortvloeien; het onderzoek naar andere projectiën met 
eenvoudigere lijnen voor meridianen en parallellen of met eenvoudi-, 
gere formules voor de berekening van de coördinaten aan anderen 
overlatende. 

§ 67. Stellen wi|j dus 

X = ;?o+i'.A + /?,A»+ii3A», 
r=yo + fy,A + ^,A*+fl'3A» 
dan volgt daaruit door differentiatie 

||=i,,+2/i,A4 3/i,A^ ^ = yi+2^»A + 87,AS 

en 

Brengen w^ deze uitdrukkingen over in de twee vergelijkingen (6') 
van hoofdstuk II, dan vinden wij 

waaruit door gel^kstelling van de coëfficiënten der gelijknamige mach- 
ten van A volgt 

^,'=:0, en ^^,'=0, 

^/=-2^,Cr, ^/ = 2p,Z7', 

B^ het integreeren van deze vergel^'kingen moeten w^ niet alleen 
letten op de voorwaarden (1) en (2) van het vorige hoofdstuk, maar 
ook op de uit formule (30) van hoofdstuk II volgende voorwaarde 



^iS)=tf."'-'*'- 



Met behnlp daarron mden wq voor het centrale pnnt, dus voor 
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iy,)^==z\r,Sm(p,, b.)o=0, j(8) 

(Pi)o =roy («'i)o=0» 

(?o)o=0, CPo)o=0. 

Integrceren wij nu de vergelijkingen (2), en bepalen de daarb^ 
. voorkomende standvastigen met behulp van de formules (8), dan 

vinden wij, als wij gemakshalve de standvastige waarden van jv, en 

^3 door jp, en y, bl^'ven voorstellen, 

1-^ P N \ 

p^ = standvastige = -j^ -^ r^ Cba* (Pq-jTq Sin^ (po , 

g, = {roSin(p,^'Sp,U, \ . (4) 

ö K 
q^ = standvastige = 7^ •^*' ^o ^o«* 4>o » 

jp, = -3^,27, J (5) 

Daar wij over de in deze formules voorkomende grootheden P en 
Q naar willekeur kunnen beschikken , blijkt het dus mogelijk te zijn , 
deze projectie volledig aan den vorm van den omtrek van het ter- 
rein, volgens § 20 aan te passen; en tevens dat het mogel^'k is, eene 
projectie te ontwerpen, waarbij werkel^'k de daar ontwikkelde mini- 
mumafwijking voor de vergrooting niet overschreden wordt. 

§ 68. Bij de toepassing van deze formules is het wenschelijk ze 
zoodanig om te werken, dat de lengte A niet in deelen van den 
straal moet worden uitgedrukt maar in secunden, omdat A altijd in 
die maat gegeven wordt. Nog eene andere wijziging is in de for- 
mules noodig; het blijkt namelijk, dat de uitdrukkingen voor jPj , q^ 
en Pö , nagenoeg evenredig zijn, respectievelijk met de eerste, tweede 
en derde macht van het breedte verschil j3=0 — (^q. Die waarden 
zgn daardoor zeer veranderlijk met 0, en dus moeilijk in tafels te 
brengen. Het zal daarom doelmatig zijn, niet die waarden zelve of 

hunne logarilhmen, maar de waarden van ^ » — en ^ , of van hunne 

logarithmen, in tafels te vereenigen. 

Nemen wij dit in aanmerking en stellen wij dus 
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(6) 



O) 



(8) 



Ji = - ƒ 3 /iff^ 1 ', 

en Bt—,,^Iig* 1", 

dan gaan de formules (1) over in 

Voor eenigszins groote waarden van A znl men hier, evenals in het 
vorige hoofdstuk, stellen 

^,A"=:A~^^^P"A" (8') 

waarin A = roA, 

§ 69. Passen wij deze projectie toe op de kaart van Nederland ^ 
en nemen wij dus ingevolge § 21 

P = 0,45766» (9) 

C = 0,50498;) 

brengen wij daarb^* tevens den herleidingscoëfficient 

[^-■ij?) = S (^^ = M»99751824-10) . . . (10) 

in rekening, waardoor dus de vergrooting binnen de grenzen 

■^^17500 
besloten blijft; dan vinden wij voor de berekening van de groothe- 
den J en B 
^j,=: (6,5972708796) t7-(6,l9 12858445) ^H (5,3463102102) C^S 
Zo^^i = l,2828457464 + %{l-(9,8950449606-10)£r+(9,2261605853-10)Z7*}, 
logA^— 5,5624355781-10 + hg { 1-(9.6321456204- 10) ü), 
%^3l=; 9,4030348106 - 20. 



(8") 



(II) 



1«8 

5o =±1(4,80595094) (|ï)\ 

2?, =(9,96864706-10) (^)\ f ^^^^ 

5, = (4,65422193-10) (^\ 
5, = (8,86267654-20); 
èn voor cenigazins-groote waarden van A 

A = 19,17987385 A", 1 

77 !(12') 

%^^^=l,1773907070 + %^ + %{l-l9,3311156247-10)^},r "^ 

waarin de tusschen haakjes geplaatste getallen de gewone logarithmen 
van de coëfficiënten voorstellen. 

De tafels V en Va geVen de waarden van -^^ , ZogA^^ logA^, 
loffBf^y log B^, log B^, A en logA^^ 

§ 70. Beschouwen wij de formules (4) en (5) in verband met (1), 
dan zien wij , dat Z en Jf uit twee deelen bestaan, namelijk 

^,A+;73A' en Po+l'j^S 
fo + ^jA» en fiA + ^jA», 

waarvan de laatsten Q als factor bezitten , terw^'l de eersten daarfaa 
onafhankel^'k zijn; stellen wijj dus Q = 0, dan houden wig «Jieen 
de eerste gedeelten over, en de projectie verandert in eene symetri- 
sche. Hierdoor ontstaat het vermoeden, dat men elke symetrische 
projectie, in. eene . niet-symetrische kan veranderen, door toevoeging 
van de termen /i^ +/ij A* en j'iA + j'3A'; en dit bl^'kt ook werke- 
lijk het geval te z\jn. 

Stellen wij namelijk de coördinaten van eene symetrische projectie, 
die voldoet aan de voorwaarden. (1) en (2) van het vorige hoofd- 
stuk, — en hieraan voldoen de in de hoofdstukken III en Y ontwik- 
kelde projectiën, — door Z, ën JT, voor, dan kunnen wij stellen 

r=r. + y,A+y,A»,r ^ ^ 

waaruit door differentiatie volgt 

^-£— ^"^l X« 'J.« '!,» ^^— ^^' J.» '1,X„ '»» 



199 

Deze uitdrakkingen in de formules (6') yan hoofdstak II overbren- 
gende, yinden w\j 

waaruit door gelijkstelling van de coëfficiënten der gelijknamige mach- 
ten van A volgt 

waaruit wij door integratie de uitdrukkingen (5) terugvinden. Hier- 
uit blijkt dus, dat werkelijk de vergelijkingen (13) eene niet-symetri- 
sche projectie geven, die voldoet aan al de onder (8) genoemde voor- 
waarden. 

Vóór Z, en F, kan men nemen de coördinaten van alle mogelijjke 
symetrische projection, die voldoen aan de voorwaarden (1) en (2) van 
het vorige hoofdstuk. De daarin voorkomende standvastigen 0^ en P 
moeten echter bepaald worden volgens { 20, en niet volgens § 28. 

$71. In een opstel voorkomende in de ffüomptes rendus des séancea 
ie V Académie des Sciences, 17 décmhre 1860. Tome 51, p. 964—969, 
en overgenomen op blz. 280 — 234 van de „TroM des prqjecHons 
des cartes Géographiques , par A. Gebmain", behandelt de heer 
A, TissoT hetzelfde vraagstuk ;, Trouver Ie meüleur mode de prqjee* 
Hon pour chaque centree particuliere,^^ Hy stelt daarin, even als wij, 
de voorwaarde, dat de verandering van de vergrooting zoo gering 
■logelijk moet zqn, en dat de formules voor de berekening der coör- 
dinaten eenvoudig moeten zijn. Omtrent de gel^'kheid van de hoe* 
ken en dus omtrent de gelijkvormigheid van de projectie is hi|j niet 
zoo streng. 

Zijne formules, zooveel mogelijk in onze notatie overgebracht, zijn 
•de volgende *) 

Y=s-\'\N,Tg(p,ii^-\'\A(^^-BPfi^-C^l^^'\'\Bfi\ 
waarin (a =^ XOosCp^, 



>) In de vier laatste termen zoowel van X als van Y ontbreekt de factor, die 
de lineaire afmetingen aangeeft. B^j eene bolvormige aarde is deze de straal. 
Wat men bg eene ellipsoidvormige aarde moet nemen, a, Rq, Nq, of Pq^sV R^N^^, 
bljjkt niet. 
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s= t'^ Rd(p, 

Wat bovengenoemde afwijkingen in de hoeken betreft, deze zijn 
alleen toe te laten, indien zij gering zijn en de formules daardoor 
merkbaar eenvoudiger worden. Dat de bovenstaande formules merk- 
baar eenvoudiger zijn dan de in de vorige paragraphen ontwikkelde, 
kunnen wij niet toegeven. Wel berusten al de in deze verhandeling 
ontwikkelde projectiën op het gebruik van vooraf berekende tafels, 
van enkele functiën van de breedte, zooals die hier achter van 100" 
tot 100" zijn opgenomen. Deze tafels echter vormen geen bezwaar. 
Trouwens bij bovenstaande formules zijn ook tafels noodig, zoowd 
voor 8 als voor r. 

TissoT neemt als grens voor de toe te laten afwijkingen in de 
hoeken, de fouten die bij topographische metingen in het meten van 
de hoeken voorkomen. In de toepassing op de kaart van Frankrgk 
geven zijne formules afwijkingen tot 25". Of deze afwykingen niet 
te groot zijn, en men ze niet moest beperken tot de fouten, die bij 
secundaire triangulaties voorkomen, willen w^* hier niet beslissen. 
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TABEL I. 



ir r^^4. Ar 7 Tff(ii-]-l-(D) (l-BSin$ l-\-sSin0„ \i* 



Ü[0,=:52»13'2O"] 


&' 


4» 


P" 


P[<Po = 5l»46'] 


-0,04116 12577 
-0,04039 68301 
-0,03963 19458 


-6300 
-5200 
-5100 


50''45' 0" 
46 40 
4820 


-3600 
-3500 
-3400 


-0,02781 23107 

- 0,02704 78832 

- 0,02628 29989 


- 0,03886 66043 
-0,03810 08046 
-0,03733 45462 


-5000 
-4900 
-4800 


5050 
5140 
53 20 


-3300 
- 3200 
-3100 


-0,02551 76573 
-0,02475 18577 
-0,02398 55993 


- 0.03656 78283 

- 0,03680 06501 
-0,03503 30110 


-4700 
-4600 
-4500 


6055 
66 40 
68 20 


-3000 
-2900 
- 2800 


-0.02321 88814 
-0.02245 17032 
-0.02168 40641 


-0,03426 49101 
-0,03349 63468 
-0,03272 73204 


-4400 
-4300 
-4200 


61 
140 
3 20 


-2700 
-2600 
-2500 


-0,02091 59632 
-0,02014 73999 
- 0,01937 83735 


- 0,03195 78300 
-0,03118 78750 
-0,03041 74546 


-4100 
-4000 
-3900 


51 5 

6 40 
8 20 


-2400 
-2300 
-2200 


-0,01860 88831 
- 0.01783 89281 
-0,01706 86076 


-0,02964 65680 
-0,02887 52146 
- 0,02810 33936 


-3800 
-3700 
-3600 


5110 
1140 
13 20 


-2100 
-2000 
-1900 


-0,01629 76211 
-0,01552 62677 
-0,01475 44467 


-0,02733 11042 
- 0,02665 83457 
-0,02578 51174 


-3500 
-3400 
-3300 


6115 
16 40 

18 20 


-1800 
-1700 
-1600 


- 0.01398 21573 
-0,01320 93988 
-0,01243 ftl705 


-0,02601 14185 

- 0,02423 72482 

- 0,02346 26068 


-3200 
-3100 
-3000 


5120 
2140 
23 20 


-1500 
-1400 
-1300 


-0,01166 24716 
-0,01088 83013 
-0,01011 36589 


- 0,02268 74905 
-0,02191 19016 
-0,02113 58384 


-2900 
-2800 
-2700 


5125 

26 40 
28 20 


-1200 
-1100 
-1000 


- 0.00933 85436 

- 0,00856 29547 
-0,00778 68914 


-0,02035 93000 
-0,01958 22857 
-0,01880 47947 


-2600 
-2500 
-2400 


5130 
3140 
33 20 


- 900 

- 800 

- 700 


-0,00701 03530 
-0,00623 33387 
-0,00545 68478 


-0,01802 68263 
-0,01724 83797 
- 0,01646 94542 


-2300 
-2200 
-2100 


5135 
36 40 

38 20 


- 600 

- 600 

- 400 


- 0,00467 78794 
-0,00389 94328 
-0,00312 06072 



N. A. V. W.Dl.VIII. 



15 



302 

TABEL I. Vervolg. 



(/[$,=52»13'20"] 


P" 


<P 


P" 


P[</).= 61»46'] 


-0,01569 00489 
-0,01491 01631 
-0,01412 97960 


-2000 
-1900 
-1800 


srw 0" 

4140 
43 20 


- 300 

- 200 

- 100 


-0,00234 11020 
-0,00166 12162 
- 0,00078 08491 


-0,01334 89469 
-0,01256 76150 
-0,01178 57994 


-1700 
-1600 
-1500 


5145 
46 40 
48 20 


± 
+ 100 
+ 200 


±0,00000 00000 
+ 0,00078 13319 
+ 0,00166 31475 


-0,01100 34995 
- 0,01022 07144 
-0,00943 74434 


-1400 
-1300 
-1200 


5150 
5140 
5320 


+ 300 
+ 400 
+ 600 


+ 0,00234 64474 
+ 0,00312 82325 
+ 0,00391 15035 


-0,00865 36856 
-0,00786 94404 
-0,00708 47068 


-1100 
-1000 
- 900 


5165 
6640 
68 20 


+ 600 
+ 700 
+ 800 


+ 0,00469 62613 
+ 0,00647 95066 
+ 0,00826 42401 


-0,00629 94841 
-0,00551 37715 
-0,00472 76683 


- 800 

- 700 

- 800 


62 
140 
3 20 


+ 900 
+ 1000 
+ 1100 


+ 0,00704 94828 
+ 0,00783 61754 
+ 0,00882 13786 


-0,00394 08736 
-0,00315 36866 
- 0,00238 60068 


- 600 

- 400 

- 300 


62 5 
8 40 
8 20 


+ 1200 
+ 1300 
+ 1400 


+ 0,00940 80733 
+ 0,01019 62803 
+ 0,01098 29404 


-0,00157 78326 
-0,00078 91641 
± 0,00000 00000 


- 200 

- 100 
± 


5210 
1140 
1320 


+ 1500 
+ 1600 
+ 1700 


+ 0,01177 11143 
+ 0,01256 97829 
+ 0,01334 89469 


+ 0,00078 98603 
+ 0,00157 98177 
+ 0,00237 04730 


+ 100 
+ 200 
+ 300 


6215 
1640 
18 20 


+ 1800 
+ 1900 
+ 2000 


+ 0,01413 86072 
+ 0^01492 87847 
+ 0,01571 94200 


+ 0,00318 16271 
+ 0,00395 32806 
+ 0,00474 54344 


+ 400 
+ 600 
+ 600 


52 20 
2140 
23 20 


+ 2100 
+ 2200 
+ 2300 


+ 0,01651 05740 
+ 0,01730 22275 
+ 0,01809 43813 


+ 0,00553 80894 
+ 0,00633 12464 
+ 0,00712 49061 


+ 700 
+ 800 
+ 900 


52 25 
2640 
28 20 


+ 2400 
+ 2600 
+ 2800 


+ 0,01888 70363 
+ 0,01988 01933 
+ 0,02047 38530 


+ 0,00791 90894 
+ 0,00871 37372 
+ 0,00950 89102 


+ 1000 
+ 1100 
+ 1200 


6230 
3140 
33 20 


+ 2700 
+ 2800 
+ 2900 


+ 0,02128 80183 
+ 0,02206 28841 
+ 0,02285 78671 


+ 0,01030 45893 
+ 0,01110 07752 
+ 0,01189 74889 


+ 1300 
+ 1400 
+ 1600 


62 35 
3640 
38 20 


+ 3000 
+ 3100 
+ 3200 


+ 0.02386 36362 
+ 0,02444 97221 
+ 0,02624 64168 
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TABEL I. Vervolg. 



V[0^=:52ny2O'] 




+ 0,01269 46712 
+ 0,01349 23829 
+ 0,01429 06047 

+ 0,01508 93377 
+ 0,01588 85826 
+ 0,01668 83402 

+ 0,01748 86114 
+ 0.01828 93970 
+ 0,01909 06980 

+ 0,01989 25150 
+ 0,02069 48490 
+ 0,02149 77009 

+ 0,02230 10715 
+ 0,02310 49615 
+ 0,02390 93720 

+ 0,02471 43038 
+ 0,02551 97577 
+ 0,02632 57345 

+ 0,02713 22352 
+ 0,02793 92606 
+ 0,02874 68116 

+ 0,02955 48891 
+ 0,03036 34939 
+ 0,03117 26269 

+ 0,03198 22890 
+ 0,03279 24810 
+ 0,03360 32039 

+ 0,03441 44585 
+ 0,03522 62457 
+ 0,03603 8566^ 

+ 0,03685 14215 
+ 0.03766 48119 
+ 0,03847 87384 

+ 0,03929 32020 



+ 1600 
+ 1700 
+ 1800 

+ 1900 
+ 2000 
+ 2100 

+ 2200 
+ 2300 
+ 2400 

+ 2500 
+ 2600 
+ 2700 

+ 2800 
+ 2900 
+ 3000 

+ 3100 
+ 3200 
+ 3300 

+ 3400 
+ 3500 
+ 3600 

+ 3700 
+ 3800 
+ 3900 

+ 4000 
+ 4100 
+ 4200 

+ 4300 
+ 4400 
+ 4500 

+ 4600 
+ 4700 
+ 4800 

+ 4900 



(p 


r 


52'40' 0" 
4140 
43 20 


+ 3300 
+ 3400 
+ 3500 


62 45 
46 40 
48 20 


+ 3600 
+ 3700 
+ 3800 


6250 
6140 
63 20 


+ 3900 
+ 4000 
+ 4100 


62 66 
66 40 
6820 


+4200 
+ 4300 
+ 4400 


63 
140 
320 


+ 4600 
+ 4600 
+ 4700 


63 6 

6 40 
820 


+ 4800 
+ 4900 
+ 6000 


63 10 
1140 
13 20 


+ 6100 
+ 6200 
+ 6300 


6316 
16 40 
18 20 


4 5400 
+ 6600 
+ 6600 


63 20 ü 
2140 
23 20 


+ 6700 
+ 6800 
+ 5900 


63 25 
26 40 
28 20 


+ 6000 
+ 6100 
+ 6200 


5330 
3140 
33 20 


+ 6300 
+ 6400 
+ 6500 


63 35 


+ 6600 



ü[<p, = 5Vi5'] 



+ 0,02604 36181 
+ 0,02684 13298 
+ 0,02763 95517 

+ 0,02843 82846 
+ 0,02923 75295 
+ 0,03003 72871 

+ 0,03083 75583 
+ 0,03163 83439 
+ 0,03243 96449 

+ 0,03324 14619 
+ 0,03404 37959 
+ 0.03484 66478 

+ 0,03565 00184 
+ 0,03645 39084 
+ 0,03725 83189 

+ 0,03806 32507 
+ 0,03886 87046 
+ 0,03967 46814 

+ 0,04048 11821 
+ 0,04128 82075 
+ 0,04209 57585 

+ 0,04290 38360 
+ 0,04371 24408 
+ 0,04452 15738 

+ 0,04533 12359 
+ 0,04614 14279 
+ 0,04695 21508 

+ 0,04776 34054 
+ 0,04857 51926 
+ 0,04938 75133 

+ 0,05020 03684 
+ 0,05101 37588 
+ 0,05182 76853 

+ 0,05264 21489 
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TABEL II. 

Cirkelprojectie van Lagrange. 

Tgia=qTg^X, X=z2pTgia Co8* ^a, Y=zS+XTgia, log Cos* ia = {6, 637: S.4)Tg* ^a. 






r 


SO'45' 0" 
46 40 
48 20 


-5300 
-5200 
-6100 


50 50 
51 40 
53 20 


-ÓOOO 
-4900 
-4800 


50 65 
56 40 
58 20 


-4700 
-4600 
-4500 


51 
1 40 
3 20 


-4400 
-4300 
-4200 


51 5 
6 40 
8 20 


-4100 
-4000 
-3900 


5110 
1140 
13 20 


-3800 
-3700 
-3600 


51 15 
16 40 
18 20 


-3500 
-3400 
-3300 


5120 
2140 
23 20 


-3200 
-3100 
-3000 


51 25 
26 40 
28 20 


-2900 
-2800 
-2700 


5130 
3140 
33 20 


-2600 
-2500 
-2400 


5135 
36 40 
38 20 


-2300 
-2200 
-2100 



•163771,607 

160681,628 

•167591,654 

154501.683 
151411,716 
148321,752 

145231,790 
•142141,831 
•139051,874 

-135961,918 
132871,964 
129782.011 

126692.058 

■123602,105 

120512,152 

-1174^2,199 

114332,244 

•111242,288 

108152,331 
•106062,372 

• 101972,410 

- 98882.446 

• 95792,478 

• 92702,507 

89612,533 

■ 86522,654 

■ 83432,671 

• 80342,582 

■ 77252,589 
74162,590 

71072,686 

• 67982,574 
64892,556 



3089,979 
3089,974 

3089,971 

3089,967 
3089,964 

3089,962 
3089,969 
3089,967 
3089,956 
3089,954 
3089,953 
3089,963 
3089,953 
3089,953 
3089,963 
3089,966 
3089,956 

3089,967 
3089,969 
3089,962 
3089,964 
3089,968 
3089,971 
3089,974 
3089.979 
3089,983 
3089,989 
3089,993 
3089,999 
3090,005 

3090,011 
3090,018 
3090,025 



Ug^p. 



7,01427100 
7,0139289.9 
7,0135868.0 

7,0132444.1 
7,0129018.3 
7,0125590.7 

7,0122161.1 
7,0118729 6 
7,0115296.2 

7,0111861.0 
7,0108423.8 
7,01049846 

7,0101643.6 
7,0098100.7 
7,0094666.8 

7,0091209.0 
7,0087760.2 
7,0084309.5 

7,0080856.9 
7,0077402.3 
7,0073946.8 

7,0070487.4 
7,0067027.0 
7,0063564.6 

7,0060100.3 
7,0066634.0 
7,0053165 7 

7,0049695.6 
7,0046223.3 
7,0042749.1 

7,0039273 O 
7,0035794.8 
7,0032314.7 



Vers. 



3420.1 
3421.9 
3423.9 

3425.8 
3427.6 
3429.6 
3431.5 
3433.4 
3435.2 
3437.2 
3439.2 
3441.0 

3442.9 
3444.9 

3446.8 
3448.8 
3450.7 
3462.6 

3464.6 
3466.6 

3468.4 
3460.4 
3462.4 

3464.3 

3466.3 
3468.3 

3470.2 

3472.2 
3474.2 
3476.1 

3478.2 
3480.1 
3482.1 



logq. 



9,8935079.9 
9,8935901.8 
9,8936723.5 

9,8937645.1 

9,8938366 

9,8939187.9 

9,8940009.0 
9,8940830.0 
9,8941650.8 

9,8942471.6 
9,8943292.0 
9,8944112.3 

9,8944932.6 
9,8945752.6 
9,8946572.5 

9,8947392.2 
9,8948211.8 
9,8949031.2 

9,8949850.6 
9,8960669.6 
9,8961488.6 

9,8962307.4 
9,8953126.0 
9,8953944.6 

9,8964762.9 
9,8955581.1 
9,8966399.1 

9,89672170 
9,8968034.7 

9,8958852.3 

9,8959669.8 
9,8960487.0 
9,8961304.2 



?82 



Vers. 



821.9 
821.7 
821.6 
821.5 
1.3 
821.1 
821.0 
820.8 
Ö20.7 

820.5 
820.3 

820.2 

820.1 
819.9 

819.7 

819.6 
819.4 

819.3 

819.1 
818.9 

818.9 

818.6 

818.5 

818.4 
818.2 
818.0 
817.9 
817.7 
817.6 
817.5 
817.2 
817.2 

816.9 



M» 



TABBL in. YenviAg, 



5VW V* 



4140 
4320 

5145 O 
4640 
48 20 

5160 O 
6140 
6320 

5165 O 
66 40 

6S20 

52 O e 
140 
320 

52 5 O 
'640 
820 

6210 O 
1140 
1320 

5216 O 
1640 
18 20 

6220 O 
2140 
23 20 

52 25 O 
2{;40 
28 20 

5230 O 
3140 
3320 

52 36 O 
36 40 
3820 



r 



2000 



-1000 
-1800 

1700 
-1600 
1600 

1400 

I-IM» 

1200 

h-llflO 
lOOO 

- 000 

- 800 

- 700 

- 600 

- 600 
^ 400 

- «oo 

200 

- 100 
± O 

100 
200 
4- 300 




400 
600 
4- 600 

4- 700 
4> 800 
+ 900 

-(-1000 
4-1100 
4-1200 

4-1300 
4-1400 
4-1500 




-61802,631 
-68712,498 
-66622.468 

-62632,410 
-49442.36» 
-46352,288 

-43262,213 
-40(72,129 
-37082,034 

-33991,930 
-30901,815 
-27811,680 

-24721,651 
-21631,402 
-18641,24>1 

- 16451.067 
-12360,881 

- 9270,681 

- 6180.468 

- 3090,241 
± 0,000 

4- 3090,266 
4- 6180.627 
4- 927Ö,8U 

4-12361.114 
4- 16461,432 
4-18541.766 

4-21632,117 
4-24722,486 
4-27812,870 

4-30903,273 
4-33993,606 
4-37084,136 

4-40174,594 
4-43266,072 
4-46366.569 



3090.033 
3090,040 

3090,048 
3090,067 
3090.066 
3090,075 
8090,084 
3090,095 
3090,104 
3090,115 
3090,126 
3090,138 
3090,149 
8090.161 
3090.174 

3090,186 
3090,200 
3090,213 

3090.227 
3090,241 

3090,266 

8090,271 
3090.286 

3090,301 

3090.318 
3090.334 

3090,351 
3096,363 
3090,386 
3090,403 

3090,422 
3090,440 
3090,469 
3090,473 
3090,497 
3090^8 



7,0028832.6 
7.0026348.5 
7,0021862.4 



7,0018374.. 

7,0014884.2|3482. 
7,0011392.1 

7,0007898jO 
7,0004401.8 
7,0000903.7 

6,9997403.6 
6,9993901 .3 
6,9990397.1 

6.9986890.9 
6.9983382.6 
6.9979872.2 

6.9976359.9 
6,9972845.6 
6,9969329.0 

6,9966810.5 
6,9962280.9 
6,9958767.3 

6,9955242.6 
6,9961715.8 
6,9948187X) 

6,9944656.1 
6,9941123.1 
6,9937688.4 

6,9934050.9 
6,9930511.7 
6.902697014 

6,9923427.0 
6,9019881.4 
6,9916333.8 

6,9912784.1 
6.9909232.3 
6.9905678.3 



Ten. 




3484.1 
3486.1 

3488.1 

^F3400.1 

.1 

3494.1 

2 
3498.1 

3500.2 
3502.2 
3504.2 
3506.2 
3608.3 
3610.4 

3612.3 
361'4.4 
3516.6 
3518.6 

3620.6 
3622.6 

3524.7 
3626.8 
3528.8 
3630.9 
8633;0 
3635.0 
3637.2 
3539.2 
3541.3 

3643.4 

3646.6 
3647.6 

3549.7 
3551.8 
3554.0 

3556.0 



9.8962121.1 
9.8962938.0 
9.8963764.6 

9.8964571.2 
9,8966387.5 
9^8966203.8 

9,8967019.8 

9,8967835. 

9,8968651 



'^ 816.1 
® 816.( 



9,8969467.1 
9,8970282.1 
9,8971097.9 

9,8971918.1 
9,8972728.1 
9.8973543.0 

0,8974367.7 

9.8976172 

9,8976986.7 



9,8976800.9 

9.8977615 

9.8978429.0 

9.8979242.9 
9,8980056.5 813 
9,8980870.1 

9,8981683.4^813.3 
9,8982496." 

9,8083309.8 

9,8984122.7 

9,8984935 

9,8986748.1 

9,8986560.6 

9,8987373.1 

9.8988185.2 

9.8988997.2 
9,8989809.1 
9,8990620.9 



Yun. 



816.» 
816.6 
816.6 
8)6.» 
816.3 
816.0 

816.9 
.8 
.6 

816.5 
3 

816.2 
8I'6.0' 
814.0 

814.7 
814.6 
.4 
814.2 
814.2 



* 814!' 



1 813.0 

813.0 

813.6 
.6 

613.3 
J 813 
7 813.1 

812.9 

812.8 

.6 

812.5 
812.4 
1.2 
812.0 
811.9 
811.8 
811.6 



0812.; 



N. A. V. W. Dl. Vin. 
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TABEL n. Vervolg. 



. 


+ 1600 
-f1700 
+ 1800 


62*40' 0" 
41 40 
43 20 


52 45 
46 40 

48 20 


+ 1900 
+ 2000 
+ 2100 


62 50 
5140 

53 20 


+ 2200 
+ 2300 
+ 2400 


52 55 

56 40 
58 20 


+ 2500 
+ 2^00 
+ 2Ï00 


5S ö 

1 40 

3 20 


+ 2800 
+ 2ÖO0 
+ 3000 


53 6 
6 40 

8 20 


+ 3100 
+ 3200 
+ 3300 


5310 
1140 
13 20 


+ 3400 
+ 3500 
+ 3600 


53 15 
10 40 

18 20 


+ 370O 
+ 3800 
+ 3900 


53 20 
2140 

23 20 


+ 4000 
+ 4100 
+ 4200 


63 25 

2ff40 
28 20 


+ 4300 
+ 4400 
+ 4500 


53 30 

3140 
33 20 


+ 4600 
+ 4700 
+ 4800 


63 35 


+ 4900 



+ 49449,0S7 
+ 52536.625 
+ 55627,184 

+ 58717,764 
+ 61308,365 
+ 64898,988 

+ 67989,633 
+ 71080,301 
+ 74170,991 

+ 77261,705 
+ 80352,442 
+ 83443,204 

+ 86533,989 
+ 89624.799 
+ 92715,634 

+ 95806,495 
+ 98897,381 
+ 101988,294 

+ 105079,232 
+ 108170,198 
+ 111261,191 

+ 114352,211 
+ 117443,259 
+ 120534,336 

+ 123625,441 
+ 126716,575 
+ 129807,739 

+ 132898,932 
+ 135990,155 

+ 139081,408 

+ 142172.692 
+ 145264,008 
+ 148355,355 

+ 151446,734 



TCTB, 



3090,538 
3090,559 
3090,580 
3090,601 
3090,623 
3090,645 
3090,668 
3090,690 

3090,714 

3090,737 
3090,762 
3090J85 
3090,810 
3090,835 
3090,861 
3090,880 
3090,913 
3090,938 
3090,966 
3090,993 
3091,020 
3091,048 
3091,077 
3091,105 
3091,134 
3091,164 
3091,193 

3091,223 
3091,253 

3091,284 
3091.316 
3091,347 
3091,379 



loff ^p. 



6,9902122., 
6,9898564. 
6,9895003.1 

6,989I44K 
6,9887876. 
6,9884310, 

6,9880741. 
6,9877170. 
6,9873597. 

6,9870021. 
6,9866444. 
6,9862864. 

6,0859283, 
6,9855699. 
6,9852113, 

6,9848524. 
6,9844934, 
6,9841341, 

6,9837746, 
6,9834149, 
6,9830550. 

6,9826949. 
6,9823345, 
6,U819740, 

6,9816132 

6,9812521, 
6,9808909, 

6,9805294 
6,9801677, 
6,9798058, 

6,9794437, 
6,9790814, 
6,9787188, 

6,9783560 



Yere. 



3558.2 

3660.3 

3662.5 
3564.5 
3566.7 
3568.9 

3570.9 
3573.2 

3576-3 

3577.4 

3579.6. 

3581.7 

3584.0 
3586.0 

3588.3 
3590.4 
3592:7 
3594.8 
597.0 
3599.1 
3601.4 
3603.6 
3605,8 
3608.0 

3610.2 
3612.4 

3614.6 
3616.9 
3619,1 
362 h3 

3623,5 
3625.8 
3628.0 



hffq. 



Teïs- 



9,8991432.5 
9,8992243.9 
93993055.3 

9,8993866.4 
9,8994677.5 
9,3995488.3 

9,8996299.1 
9,8997109.7 
9,8997920.1 

9,8998730.4 
9,8999540.6 
9,9000350.6 

9,9001160.4 
9,9001970.2 
9,9002779.7 

9,9003589.2 
9,9004398,5 
9,9005207.6 

9,9006016.6 
9,9006825.5 
9,9007634.2 

9,9003442.7 
9,900925K2 
9,9010059.5 

9,9010867.6 
9,9011675.6 
9,9012483,4 

9,901329 L2 

9,9014098.7 
9,9014906.2 

9,90157)3.4 

9,9016520.6 
9,9017327.6 

9,9018134.4 



811.4 
811.4 

81L1 

811.1 

810.8 

810,8 

sio.e 

810,4 

810,3 
810,2 
810.0 

809.8 

809.8 
80Ö.Ö 
809.6 
809.3 
800,1 
809,0 
808,9 
808.7 
808,5 

808.5 
808.3 
808,1 

808,0 
807.8 
807.8 
807,5 
807.5 
807.2 
807.2 
807.0 
800.8 



NB. Achter loffg moet — lö geroegd worden. 



m 



TABEL m. 

Elliptische frarallellen en byperboliflcbe meridianen logX^p^ + logX*' — J^ 
hg{Y—S}^t+%hgl" -^q^—iJ, logJ=:tr^2ÏQgX", « = 4,8702741.9—10. 



(P 



46 40 
48 20 

5060 O 
5140 
6320 

50 56 O 
56 40 

58 20 

51 O O 
140 
320 

51 5 O 
640 

8 20 

5110 O 
1140 
13 20 

51 15 O 
16 40 
1820 

5120 O 
2140 
23 20 

5126 O 

26 40 
28 20 

5130 O 
3140 
33 20 

5136 O 
36 40 
S820 



13" 



-6300 
-6200 
•5100 

■5000 
-4900 
-4800 

■4700 
■4600 
-4600 

-4400 
-4300 
-4200 

-4100 
-4000 
-390O 

-3800 
-3700 
-3600 

-3500 
-3400 
-3300 

-3200 
-3100 
-3000 

-2900 
-2800 
■2700 

-2600 
-2500 
■2400 

-2300 
-2200 
-2100 



163771,797 
160681,804 
167691,816 

154601,833 
161411,854 

148321,879 

146231,907 
142141,938 
139061,972 

136962,007 
132872,046 
129782,084 

126692,124 
123602,166 
120612,206 

117422,247 
114332,288 
111242,327 

108152,366 
106062,403 
101972,437 

98882,470 
96792,499 
92702,626 

89612,649 
86522,668 
83432,682 

80342,692 
77262,697 
74162,697 

71072,501 

67982,679 

• 64892,660 



Vers. 



3089,993 
3089,988 
3089,983 

3089,979 
3089,976 
3089,972 

3089,969 
3089,966 
3089,966 

3089,962 
3089,961 
3089,960 
3089,969 
3089,959 

3089,959 

3089,960 
3089,961 

3089.961 
3089,963 
3089,966 

3089.967 
3089,971 
3089,973 

3089.977 
3089,981 
3089,986 
3089,990 

3089,996 
3090,000 

3090,006 

3090,012 
3090,019 

3090,026 



P% 



2923269.1 
2920669.8 
,2918068.6 

.2915466.1 
2912849.8 
2910242.4 

2907633.0 
2905021.7 
2902408.2 

2899792.8 
2897175,3 
2894666.8 

.2891934.2 
2889310.6 
2886685.0 

2884067.3 
.2881427.6 
.2878796.7 

2876161.9 
2873526.9 
.2870887.9 

2868247.8 
2866606.7 
.2862961.4 

2860316.1 
2867666.6 
2855016.1 

2862363.5 
.2849708.8 
2847061.9 

.2844393.0 
.2841731.9 
.2839068.8 



Vers. 



2699.3 
2601.3 

2603.4 
2606.3 
2607.4 

2609.4 

2611.3 
2613.6 

2616.4 
2617.6 
2619.6 
2621.6 

2623.6 
2626.6 

2627.7 
2629.8 
2631.8 
2633.8 
2636.0 
2638.0 
2640.1 
2642.1 
2644.3 
2646.3 
2648.6 
2660.5 
2662.6 

2654.7 
2656.9 

2668.9 

2661.1 
2663.1 

2665.3 



9^ 



0,6997003.8 
0,6995162.6 
0,6993300.4 

0,6991447.6 
0,6989693.9 
0,6987739.6 

0,6986884.3 
0,6984028.3 
0,6982171.6 

0,6980313.9 
0,6978466.5 
0,6976696.3 

0,6974736.3 
0,6972876.6 
0,6971014.0 

0,6969161.6 
0,6967288.4 
0,6966424.6 

0,6963669.7 
0,6961694.1 
0,6969827.7 

0,6967960.6 
0,6966092.6 
0,6964223.8 

0,6952354.2 
0,6960483.8 
0,6948612.6 

0,6946740.6 
0,6944867.7 
0,6942994.1 

0,6941119.6 

0,6939244 

0,6937368.3 



M» 



TAB^EL in. Vérvolg. 



<t> 



5i*«y O" 

4140 
43 20 

51 4é <0 

46 40 
4820 

6150 O 
5140 
3320 

5i5S O 
5640 
5820 

£^0 
140 
320 

^50 
640 
820 

5210 O 
1140 
1320 

5215 O 
1640 
18 20 

52 20 O 
2140 
23 20 

5225 O 
2640 
2820 

5^30 O 
3140 
33 2d 

^■tS O 
36 40 
38 20 



■2ÖÖ0 
■ 1900 
-1800 

-1700 
-1600 
-1600 

-1400 
'1900 
-1200 

-1100 
-1000 

- 900. 

• 800 

- 700 

- 600 

- 600 

- 400 

- 300. 

- 200 

» 100 

+ 100 
+ 200 
+ 300 

+ 400 
+ 600 
+ 600 

■f 700 

4 800 
4- 900 

+ 1000 
+ 1100 
+ 1200 

+ 1300 
+ 1400 
+ 1500 



-61802,534 
-58712,501 
-66622,460 

'^52632,411 
'^ 49442,364 

- 46352,289 

'-43262,214 
-40172,129 
-37082,036 

- 33991,930 
-30901,815 
-27811,689 

-24721,551 
-21631,402 
- 18641,241 

- 16451,067 
- 12360,881 

- 9270,681 

- 6180,468 

- 3090,241 

0,000 

+ 3090,286 
+ 6180,627 
+ 9270,813 

+ 12361,114 
+ 15451,482 
+ 18541,766 

+ 21632,117 
+ 24722,486 
+ 27812,870 

+ 30903,273 
+ 33993,604 
+ 37084,134 

+ 40174,593 
+ 43266,070 
+ 46365,567 



"Vers. 



3090,033 
3090,041 

3090,049 

3090,057 
3090,065 

3090,076 
3090,085 
3090,094 
3000,106 
3000,115 
3090,126 
3090,138 
3090,149 
3090,161 
3090,174 
3090,186 
3090,200. 
3090,213, 

3090,227 
3090,241 

3090,266 

3090,271 
3090,286, 

3090,301 

3090,318 
3090,334 

3090,361 
3090,368 
3090,386 
3000,408 
3090.421 
3090,440 
3000,4^ 

8090,47V 
3090,4W 
3090,518 



Pi 



2836403.5 
2833786.0 
2831066.5 



2828394.1 
2825720 
.2823046.0 

2820366^ 
.2817666.6 
2815004.1 

2812319.5 
2800632.7 
2806943.8 

2804252.7 
.2801659.4 
2798863.9 

,2796166.3 
2793466.4 
279Ö764.4 

,2788060.1 
,2785353.7 
2782645.0 



2779934.: 

277722L1 

,2774605.8 

2771788.2, m*ü 

2769068.6 

2766346.5 

,2763622.2 
2760895.8 
2758167.0 



2756436.1 

2752702. 

,2749967.3 



2747229)6 2740, 



2744489.. 
2741747.2 



«Miac^aMMiM^ 



Vert. 



2667.5 
2669.5 

2671.7 

f|2676;9 
2678.2 

2680.3 
2682.4 
2684.6 
2686,8 
2688,9 
2691.1 

2693.8 
2895.6 

2697,6 
2699.9 
27<».0 
2704.3 
2708.4 
2708.7 
2710.6 

.1 
2716.8 

2717.6 

7 
2722.0 

2724.3 

2726.4 

2728.8 

2730.9 

2733.3 

.5 

2737.7 

1 

1.3 

2744.6 



5 2742.; 



?* 



Ven. 



0,6936491.4 
0,6933613.7 
0,6931735.1 

0,6929855.8 

0,6027976.1 

0,6926094.6 

0,6924212.8 
0,6922330.2 
0.6920446.7 

0,60-18662.5 
0,6916677.4 
0,6914791.5 

0,6912904.7 
0,6911017.1 
0,6909128.7 

0.6907239.5 
0,6906349.4 
0,6903468.5 

0,6901666.8 
0,6899674.2 
0,6897780.8 

0,6896886.6 
0,6893991.6 
0,6892095.7 

0)6890198.9 
0,6888301.3 
0,6886402.0 

0,6884503.7 
0,6882603.6 
0,6880702.6 

0,6878800.8 
0,6696898.2 
0,6874994.7 

0.6873090.4 
0,6871186.3 
0,6869279.2 



6t88< 



1877.7 
1878.6 

1879.8 

'1866.2 
,0 

1881.8 

1882.6 
1888.6 

1884.2 

1885.1 
1886.9 
1886.8 

W87.6 
1868.4 

1889.2 

t890.1 
1890.9 

1891.7 

1«92.6 
1893.4 

1894.2 
1«95.0 
1895.9 
1896.8 

1899.6 
1808.4 
1899.2 

roöo.i 
rooi.o 

1901.S 

1902.6 
ie03.6 
1904.8 
fOOS.l 
t906.1 
1006.8 



209 



TABEL m. Vervolg. 






r 


4140 

43 20 


4 IBOO 
+ Ï700 
+ 1800 


fï2 45 

46 40 
48 20 


+ 1900 
+ 2000 
+ 2100 


52 50 
5140 
53 20 


+ 2200 
+ 2300 
+ 240Ü 


62 55 
56 40 

58 20 


+ 2500 
+ 2^00 
+ 2700 


53 
1 40 
3 20 


+ 2800 
+ 2^00 
+ 3000 


53 5 
Ö40 
8 20 


+ 3100, 
+ 3200 
+ 3300 


53 10 
1140 
13 20 


+ 3400 
+ 3500 
+ 3600 


Ö3 15 
16 40 

IS 20 


+ 3700 
+ 3800 
+ 3900 


i73 20 
2140 
23 20 


+ 4000 
+ 4100 

+ 4200 


ü3 25 
26 40 
2820 


+ 4300 
+ 4400 
+ 4500 


53 30 
3140 
33 20 


+ 4600 
+ 4700 
+ 4800 


53 35 


+ 4000 



+ 49446,085 

+ 5253fï,fi22 
+ 55627,180 

+ 58717,759 

+ fi 1S08.350 
+ 648^8,981 

+ 67989,625 
+ 71080.291 
+ 74170,980 

+ 77261,691 
+ 80352,426 
+ 83443,185 

+ 8^533,968 
+ 89624775 
+ 927 ï 5,007 

+ 95806,463 
+ 9S897.346 
+ 101988,254 

+ 105079,188 
+ 108170,148 
+ 111261,135 

+ 114352,149 

+ 117443J90 
+ 120534,259 

+ 123625,358 
+ 126716,482 
+ 129807,036 

+ 132898,819 
+ 135990,031 
+ 139081,273 

+ 142172,545 

+ 145263,84S 
+ 148355,181 

+ 151446,545 



Tere, 



3090.537 

3090,558 

3090,579 
3090,000 
3090,622 
3090,644 
3090,666 
3090,689 
3090,71! 
3090,735 
30*)0,75U 

3090,783 
3090.807 
3090,832 
3090,856 
3090,883 
3090,908 
3090,934 
3090,960 
3090,987 
309^014 
3091,041 
309l,0f>9 

3091,097 
3091,126 

3091,154 
3091*183 
309K212 

3091,242 
3091,272 
3091,303 
3091,331 

.'i09l,364 



Pi 



2739002.6 
2736255-8 
2733506.0 

2730755/1 

2728001.4 
2725245.3 

2722487.0 
2719726.3 
2716963.3 

2714198.0 
271(430.4 

2708660.4 

,2705888.1 
2703113.5 

2700336.5 

2697557 J 
2694775.5 
2691 $91.4 

2689205.0 
2686416,2 
2683625 J 

26SÖ83I.5 
2678035.6 
267523Z3 

,2672436.6 
2669633.6 
2666828.1 

2664020.2 
2661209 9 
2658397.1 

2655582.0 

26527(14.4 
2649944.4 

[,2647122,0 



Vera. 



2746.8 
2749.2 
2751.5 

2753.7 

2756.1 

2758.3 

2760.7 
2763.0 
2765.3 
2767.6 
2/70.0 
2772.3 
2774.6 
2777.0 
2779.4 
278 L6 
2784.1 
2780.4 
2788,8 
2791. 1 
2793,6 
2795.9 
2798.3 

2800.7 
2803.0 
2805,5 
2807.9 
2810.3 
2812.8 
2815.1 
2817.6 
2820.0 

2822,4 



?i 



N. A. V. W. Dl. VIII. 



0,6367372. 

0,6865464.7 

0,6863556.1 

0,6861646,7 
0,6859736.4 
0,6857825,3 

0,6855913.3 
0,6854000.5 
0.6852086.8 

0,6850172.2 
0,6848250.8 
0,6846340.5 

0,6844423 4 

0.6842505.4 
0,6840586.6 

0,6838666.9 
0,6836746.3 
0,6834824.8 

0,6832902.5 
0,6830979.3 
0,6829055.3 

0,6827130.4 
0,6825204.6 

0,6823277.9 

0,6821350.4 

0,6819422.0 
0,6817492.7 

0,6815562.5 
0/>813631.5 
0,6811699.6 

0,6809766.8 
0,6807833.1 
0,6805898.6 

0,6303963.2 



17 



210 



TABEL IV. 

Projectie volgens de formules Xz=i A^yl' — A^X"^ ^ 
%^3 = 9,51135.4-20. 



r=yyo + ^2^' 



"1. 



<p 


P" 


50*45' 0" 
46 40 

48 20 


- 5300 
-5200 
-5100 


50 50 
5140 
53 20 


-5000 
- 4900 
-4800 


50 55 
56 40 
58 20 


-4700 
-4600 
-4500 


51 
140 
3 20 


-4400 
-4300 
- 4200 


51 5 

6 40 
8 20 


-4100 
-4000 
-3900 


5110 
1140 
13 20 


-3800 
-3700 
-3600 


51 16 
16 40 
1820 


-3500 
-3400 
-3300 


5120 
2140 
23 20 


-3200 
-3100 
-3000 


5125 
26 40 
28 20 


-2900 
-2800 
- 2700 


5130 
3140 
33 20 


-2600 
-2500 
-2400 


51 35 
36 40 
3820 


-2300 
-2200 
-2100 



163771,635 
160681,654 
157591,677 

154601,704 
151411,735 
148321,769 

145231,806 
142141,845 
139051,886 

135961,929 
132871,974 
129782,020 

126692,066 
123602,112 
120512,158 

117422,204 
114332,249 
111242,292 

108152,334 
105062,374 
101972,412 

98882,448 

• 95792,480 

92702,509 

89612,534 
86522,555 
83432,571 

80342,583 
77252.589 
74162,590 

71072,585 
67982,574 
64892,556 



Vers. 


logA, 


Vers. 


3089,981 


1,2923242.2 


2598.4 


3080,977 


1,2920643.8 


2600.5 


3089,973 


1,2918043.3 


2602.5 


3089.969 


1.2915440.8 


2604.5 


3089,966 


1.2012836.3 


2606.6 


3089,963 


1,2910229.7 


2608.6 


3089,961 


1,2907621.1 


2610.6 


3089,969' 


1,2905010.5 


2612.8 


3089,957 


1.2902397.7 


2614.7 


3089,955 


1.2899783.0 


2616.9 


3089,964 


1,2897166.1 


2618.9 


3089,954 


1,2894547.2 


2621.0 


3089,954 


1,2891926 2 


2623.0 


3089,954 


1,2889303.2 


2625.1 


3089,954 


1,2886678.1 


2627.2 


3089,965 


1,2884050.9 


2629.3 


3089,957 


1.2881421.6 


2631.3 


3089,958 


1,2878790.3 


2633.5 


3089,960 


1.2876156.8 


2635.6 


3089.962 


1,2873521.3 


2637.6 


3089,964 


1,2870883.7 


2639.7 


3089,968 


1,2868244.0 


2641.8 


3089,971 


1,2865602.2 


2644.0 


3089,975 


1,2862958.2 


2646.0 


3089,979 


1.2860312.2 


2648.1 


3089,984 


1,2857664.1 


2650.3 


3089,988 


1,2855013.8 


2652.4 


3089,994 


1,2852361.4 


2654.6 


3089,999 


1,2849706.0 


2856.6 


3090,005 


1.2847060.3 


2668.7 


3090,011 


1,2844391.6 


2660.9 


3090,018 


1,2841730.7 


2663.0 


3090,026 


1,2839067.7 


2666.2 



logA^ 



5,5704163.3 
5,5702369.9 
6,5700574.6 

5,6698777.5 
5.5696978.6 
5,5695177.8 

5,5693375.2 
5,5691670.8 
5,5689764.6 

5.5687956.6 
5,5686146.6 
5,5684334.8 

5,5682521.2 
5,6680705.7 
6,5678888.4 

6,6677069.2 
5,5675248.2 
5,6673425.3 

5,6671600.5 
6.6669773.8 
6,6667946.2 

5,5666114.8 
6.5664282.5 
5,6662448.3 

6.5660612.2 
6,5658774.2 
6,6656934.2 

5,6656092.4 
6,5653248.7 
6.6651403.0 

5,6649555.5 
5,6647706.0 
5,6645854.6 
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TABEL IV. Vervolg. 



<p 


(3" 


51040' 0" 
4140 
43 20 


-2000 
-1900 
-1800 


5145 
46 40 

48 20 


-1700 
-1600 
-1600 


51 50 
51 40 
53 20 


-1400 
-1300 
-1200 


51 55 
56 40 
58 20 


-1100 
-1000 
- 900 


52 
140 
3 20 


- 800 

- 700 

- 600 


52 5 
6 40 
8 20 


- 600 

- 400 

- 300 


52 10 
1140 
1320 


- 200 

- 100 
± 


62 16 
16 40 
1820 


+ 100 
+ 200 
+ 300 


52 20 
2140 
23 20 


+ 400 
+ 600 
+ 600 


52 25 
2640 
28 20 


+ 700 
4 800 
+ 900 


5230 
3140 
33 20 


+ 1000 
+ 1100 
+ 1200 


52 35 
36 40 
38 20 


+ 1300 
+ 1400 
+ 1500 



-61802,530 
-58712.498 

- 55622,458 

-52532,410 

- 49442.353 

- 46352,287 

-43262,213 
-40172,128 

- 37082,034 

-33991,930 
-30901,815 
-27811.689 

--24721,551 
-21631,402 

- 18541,241 

-15451,067 

- 12360,881 

- 9270,681 

- 6180,468 

- 3090,241 
± 0,000 

+ 3090,256 
+ 6180,527 
+ 9270,813 

+ 12361,114 
+ 15451,432 
+ 18541,766 

+ 21632.117 

+ 24722.485 
+ 27812,870 

+ 30903.273 
+ 33993,695 
+ 37084,134 

4 40174.593 
+ 43265.071 
+ 46355,569 



Vets. 



3090,032 
3090,040 

3090,048 

3090,057 
3090,066 

3090,074 
3090.085 
3090,094 
3090,104 
3090,115 
3090,126 
3090,138 
3090.149 
3090,161 
3090,174 

3090,186 
3090,200 
3090,213 

3090,227 
3090,241 

3090,256 

3090,271 
3090,286 

3090.301 

3090,318 
3090,334 

3090,351 
3090,368 
3090,385 
3090,403 
3090,422 
3090,439 

3090,459 
3090,478 
3090,498 

3090,517 



%//i 



2836402.5 
2833735.2 
2831065.8 

2828394.2 
2825720.4 
2823044.6 

2820366.5 
2817686.3 
2815003.9 

2812319.3 
.2800632.6 
,2806943.7 

2804252.6 
2801559.4 
,2798863.9 

2796166.3 
,2793466.4 
,2790764.4 

,2788060.1 
2785353.7 
2782645.0 

2779934.2 
,2777221.1 
2774505.8 

2771788.3 
2769068.5 
2766346.5 

2763622.3 
2760895.8 
2758167.1 

2755436.2 
2752703.0 
2749967.5 

2747229.8 
,2744489.9 
,2741747.6 



Vers. 



2667.3 
2669.4 
2671.6 
2673.8 
2675.8 
2678.1 

2680.2 
2682.4 
2684.6 
2686.7 
2688.9 
2691.1 

2693.2 
2695.5 

2697.6 
2699.9 
2702.0 
2704.3 
2706.4 
2708.7 
2710.8 
2713.1 
2715.3 
2717.5 

2719.8 
2722.0 

2724.2 

2726.5 
2728.7 
2730.9 
2733.2 
2735.5 
2737.7 
2739.9 
27423 
2744.5 



log/i^ 



5,5644001.2 
5,5642146.0 
5,5640288.8 

5,5638429.6 
5,5636568.5 
5,5634705.4 

5.5632840.4 
5,5630973.5 
5,56>9104.5 

5.5627233.6 
5.5625360.8 
5.5623485.9 

5,5621609.1 
5,5619730.3 
5,5617849.5 

5.5615966.7 
5,5614081.9 
5,5612195.2 

5,5610306.4 
5,5608415.6 
5,5606522.8 

5,5604628.0 
5,5602731.1 
5,5600832.3 

5,5598931.4 
5.5597028.4 
5,5595123.5 

5,5593216.5 
6.6591307.4 
5,5589396.3 

5,5587483.1 
5,5585567.9 
5,5583650.6 

5.5581731.3 
5,5579809.9 
5,5577886.4 



TABEL IV. Vervolg. 



<p 


r 


52''40' 0" 
4140 
43 20 


+ 1600 
+ 1700 
+ 1800 


52 45 
46 40 

48 20 


+ 1900 
+ 2000 
+ 2100 


52 50 
5140 
53 20 


+ 2200 
+ 2300 
+ 2400 


52 55 
66 40 
58 20 


+ 2500 
+ 2600 
+ 2700 


53 
140 
3 20 


+ 2800 
+ 2900 
+ 3000 


53 5 
6 40 

8 20 


+ 3100 
+ 3200 
+ 3300 


5310 
1140 
13 20 


+ 3400 
+ 3500 
+ 3600 


5315 
16 40 

18 20 


+ 3700 
+ 3800 
+ 3900 


53 20 
2140 
23 20 


+ 4000 
+ 4100 
+ 4200 


53 25 

26 40 
28 20 


+ 4300 
+ 4400 
+ 4500 


53 30 
3140 
33 20 


+ 4600 
+ 4700 
+ 4800 


53 35 


+ 4900 



f 49446,086 
4- 52536,624 
4- 55627,182 



58717.762 
61808,363 
64898,985 

67989,630 
71080.297 
74170,987 

+ 77261,700 
+ 80352,437 
+ 83443,197 

+ 86533,982 
+ 89624,791 
+ 92715,625 

+ 95806,484 
+ 98897,369 
+ 101988,281 

+ 105079,218 
+ 108170,182 
+ 111261,173 

+ 114352,191 
+ 117443,238 
+ 120534,312 

+ 123625.415 
+ 126716,546 
+ 129807,707 

+ 132898,897 
+ 135990,118 
+ 139081,368 

+ 142172,649 
+ 145263,961 
+ 148355,304 

+ 151446,678 



Vers. 



3090,538 
3090.558 
3090,580 
3090.601 
3090,622 
3090,645 

3090,667 
3090,690 

3090,713 
3090.737 
3090.760 

3090,785 
3090,809 
3090,834 

3090,859 
3090,885 
3090,912 
3090,937 
3090,964 
3090,991 

3091,018 
3091,047 
3091,074 

3091,103 
3091,131 
3091,161 
3091,190 
3091,221 
3091,250 
3091,281 
3091,312 
3091,343 

3091,374 



%^i 



2739003.1 
2736256.4 
,2733507.3 

2730756.0 
2728002.4 
,2726246.5 

,2722488.3 
2719727.8 
2716965.1 

2714200.0 
2711432.6 
2708662.9 

,2705890.9 
2703116.6 
,2700339.9 

2697561.0 
2694779.7 
2691996.1 

2689210.1 
.2686421.8 
2683631.1 

,2680838.1 
2678042.8 
,2675245.1 

2672445.0 
2669642.6 
2666837.8 

2664030.6 
2661221.0 
,2658409.1 

2655594.8 
2652778.1 
,2649959.0 

2647137.5 



Vers. 



2746.7 
2749.1 

2751.3 
2753.6 
2755.9 
2758.2 
2760.5 
2762.7 
2765.1 

2767.4 
2769.7 
2772.0 
2774.3 
2776.7 
2778.9 
2781.3 
2783.6 
2786.0 
2788.3 
2790.7 
2793.0 
2795.3 
2797.7 
2800.1 
2802.4 
2804.8 
2807.2 
2809.6 
2811.9 
2814.3 

2816.7 
2819.1 

2821.5 



logA^ 



5,5575960.8 
5.5574033.1 
5.5572103.4 

5,5570171.5 
5.5568237.6 
5,5566301.5 

5,5564363.4 
5.5562423.1 
5.5560480.7 

5.5558536.2 
5.5556589.6 
5.5554640.8 

5.5552689.9 
5,5550736.9 
5,5548781.7 

5,5546824.4 
5,5544864.9 
5,5542903.3 

5.5540939.5 
5.5538973.5 
5,5537005.3 

5,5535035.0 
5,5533062.5 
5,5531087.8 

5,5529111.0 
5,5527131.9 
5.5525150.6 

5,5523167.2 
5,5521181.5 
5,5519193.6 

5,5517203.5 
5.5515211.1 
5,5513216.6 

5,5511219.8 



Achter logA^ moet —10 gevoegd worden. 
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TABEL IV«. 

^,A"=rA-^„(3"A" 



1" 



1" 
2" 
3" 

4" 
5" 
6" 

7" 
8" 
9" 

JO" 



1' 

-2' 

3' 

4' 
5' 
6' 

7' 
8' 

y 

10' 



2' 
3» 



A 



18,97861445 



18,9786 
37,9572 
56,9358 

75,9145 

94,8931 

113.8717 

132,8503 
151,8289 
170,8075 

189,7861 



1138.7169 
2277,4337 
3416,1506 

4554,8675 
6693,5843 
6832,3012 

7971,0181 

9109,7349 

10248,4518 

11387,1687 



68323,0120 
136646,0240 
204969,0361 



<P 



50''45' O" 
4640 
4820 

5050 O 
5140 
5320 

5055 O 
6640 
68 20 



51 



51 



O 

1 40 
3 20 

5 O 

6 40 

8 20 

51 10 O 
1140 
13 20 

51 15 O 
16 40 
18 20 

5120 O 
2140 
23 20 

5125 O 
2640 
28 20 

51 30 O 
3140 
33 20 

5135 O 
36 40 
33 20 



(3" 



•5300 
6200 

• 5100 

•5000 
-4900 
•4800 

•4700 
•4600 
■4500 

-4400 
•4300 
■4200 

-4100 
-4000 
•3900 

•3800 
■ 3700 
■3600 

•3500 

• 3400 
■3300 

•3200 
-3100 
-3000 

-2900 
-2800 
-2700 

■2600 
-2500 
•2400 

-2300 
-2200 
-2100 



lOffJ,, 



6.0712296.4 
6,0712701.5 
6,0713106.8 

6,0713512.3 
6,0713918.1 
6,0714324.2 

6,0714730.5 
6,0715137.1 
6,0715543.9 

6,0715951.0 
6,0716358.3 
6.0716765.9 

6,0717173.8 
6.0717581.9 
6,0717990.2 

6,0718398.8 
6,0718807.7 
6,0719216.8 

6,0719626.1 
6,0720035,7 
6,0720445.6 

6,0720855.7 
6,0721266.1 
6,0721676.7 

6,0722087.6 
6.0722498.7 
6,0722910.1 

6,0723321.7 
6,0723733.6 
6,0724145.7 

6,0724558.1 
6.0724970.7 
6,0725383.6 



Vers. 



405.1 
405.3 
405.5 

405.8 
406.1 

406.3 
408.6 
406.8 
407.1 
407.3 
407.6 

407.9 

408.1 
408.3 
408.6 
408.9 
409.1 
409.3 
409.6 
409.9 
410.1 
410.4 
410.6 
410.9 
411.1 
411.4 

411.6 

411.9 
412.1 

412.4 
412.6 
412.9 
413.1 



N. A.T. W.D1,VIII. 
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TABEL IVa. Vervolg. 






(3" 


logJ,, 


Vers, 


$ 


(3" 


W^. 


Yera. 


51'40' 0" 

4140 
43 20 


-2000 
- 1900 
-1800 


6,0725796,7 
6,0720210.1 
6,0720623,7 


413.4 
413,6 

413.9 


52^40' 0" 
41 40 
43 20 


+ 1600 
+ 1700 
+ 1800 


6,0740834.7 
6,0741257.0 
6,0741679.5 


422.3 
422.5 

422.8 


51 45 ' 

48 20 


-1700 
-IGüO 
- 1500 


6,0727037.6 
6,0727451.7 
6,0727866 J 


414J 
414.4 
414.6 1 


52 45 

46 40 
48 20 


+ 1000 
+ 2000 
+ 2100 


6,0742102.3 

6,0742525.3 
6,0742948-5 


423,0 
423.2 

423.6 


5150 
5140 
53 20 


-1400 

-1300 
-1200 


6,0728280.7 
6,0728695.6 
6,0729110.7 


414.9 
415.1 

415.4 


52 50 
51 40 
53 20 


+ 2200 

+ 2.:joo 

+ 2400 


6,0743372.0 
6,07437957 
6,0744219,7 


1 423.7 
424.0 

424,2 


5155 
56 40 

58 20 


- 1100 

- 1000 

- 900 


6,0720526.1 
6,072994 h7 
6,0730357.6 


415.6 
415.9 
416.1 


52 55 

56 40 
58 20 


+ 2500 
+ 2600 
+ 2700 


6,0744643.9 
6,0745068,4 
6,0745403.1 


424.5 
4247 
4249 


62 

140 
3 20 


- 800 

- 70O 

- 600 


6,0730773.7 
0,0731 lyo.i 
6,0731606,7 


416.4 
416.6 
416.9 


53 

1 40 

3 20 


+ 2800 
+ 2900 
+ 3000 


6,0745918.0 
6,0746343.2 
6,0740768.6 


425.2 

425.4 
425.7 


52 5 
6 40 
8 20 ! 


'- 50O 

- 400 

- 300 


6,0732023.6 
6,0732440.7 
6,0732858.1 


417.1 

417.4 
417.6 


53 5 
6 40 
8 20 


+ 3100 
+ 3200 
+ 3300 


6,0747194.3 
6,0747620.2 
6,0748046.4 


425.9 

426,2 
426.4 


5210 
1140 
13 20 


- 2O0 

- 100 
± 


6,0733275.7 
6,0733603.5 
6,0734111,0 


417,8 

418.1 

418.4 


5310 
11 40 

13 20 


+ 3400 
+ 3500 
+ 3000 


6,0748472.8 
6,0748899.4 
6,0740326.3 


426,6 
426-9 
427 J 


5215 

16 40 
18 20 


+ 100 
+ 200 
+ 300 


6.0734530,0 
6,0734948,6 
6,0735367,4 


418.6 
418.8 
419.1 


53 1 5 

16 40 
18 20 


+ 3700 
+ 3800 
+ 3900 


6,0749753.4 
6,0750180,7 
6,0750608.3 


427.3 

427.6 

427 9 


52 20 
21 40 
23 20 


+ 400 
-f 500 
+ 600 


6,0735786.5 
6,0736205.8 
6,0736625.4 


419.3 
419.6 

419.S ' 


53 20 
21 40 
23 20 


+ 4000 
+ 4100 
+ 4200 


6,0751036,2 
6,0751464,2 
6,0751892,5 


428 

428.3 

428 6 


52 25 

2Ö40 
28 20 


+ 700 
+ 800 
+ 900 


6.0737045.2 
6,0737465.3 
6,0737885.6 


420.1 ' 
420.3 ' 
420.6 


53 25 
26 40 
28 20 


+ 4300 
+ 4400 
+ 4500 


6,0752321,1 
6,07527409 
6,0753178,9 


428,8 
429.0 
429 3 


52 30 
31 40 i 
33 20 

52 35 

33 40 
38 20 


+ 1000 
+ 1100 
+ 1200 

+ J300 
+ 1400 
+ 1500 


6,0738306.2 
6,07387270 
6,0739148.0 

6.0739560.3 
6.0739^90.9 
fi,0740412 7 


420.8 
421,0 
421.3 

421.6 
421.8 
422.0 


33 30 
31 40 
33 20 

53 35 


+ 4600 
+ 4700 
+ 4800 

+ 4900 


6,0753008,2 
6 0754037,7 
6,0754467.4 

6,0754897,4 


429.5 
429,7 
430,0 



NB. Achter log J^^ moet —10 gevoegd worden. 
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TABEL V. Eerste gedeelte, 

X=^,A"-^,A"H-Bor*--BiP"A"»; %^, = 9,40808.6-20. 
T—A„ +^,A"»-JÏ,r*^"+-B,A"»; %5, = 8,86267.6-20. 



^ 


P" 


50''45' 0" 
46 40 
48 20 


- 3600 
-3500 
-3400 


60 60 
5140 
53 20 


-3300 
-3200 
-3100 


50 55 
56 40 
58 20 


-3000 
-2900 
-2800 


51 
140 
320 


-2700 
-2600 
-2600 


51 6 
6 40 
8 20 


-2400 
-2300 
-2200 


5110 
1140 
13 20 


-2100 
-2000 
-1900 


51 15 
16 40 
1820 


-1800 
-1700 
-1600 


5120 
2140 
23 20 


-1500 
-1400 
-1300 


5125 
26 40 
28 20 


-1200 
-1100 
- 1000 


5130 
3140 
33 20 


- 900 

- 800 

- 700 


5135 
36 40 
3820 


- 600 

- 600 

- 400 



111235,576 
108145,870 
105056.158 

101966,438 
. 98876,710 

• 95786,974 

. 92697,229 
. 89607.476 
. 86517,715 

• 83427,944 
80338,165 

. 77248,376 

74158,577 

. 71068,769 
. 67978.961 

• 64889,122 
61799,283 

• 68709,433 

65619,573 
62529,701 
49439,819 

46349,925 

• 43260,019 
40170,101 

37080.171 
33990,229 
30900,275 

• 27810.308 
24720,328 
21630,335 

18540,328 

15450.308 

- 12360,275 



Vers. 


lOffJi 


Vers. 


3089,706 


1,2922846.1 


2581.9 


3089,712 


1,2920264.2 


2684.1 


3089,720 


1,2917680.1 


2686.3 


3089,728 


1,2916093.8 


2688.6 


3089.736 


1,2912606.2 


2590.9 


3089,746 


1,2909914.3 


2693.1 


3089.753 


1,2907321.2 


2595.3 


3089,761 


1,2904725.9 


2697.7 


3089,771 


1,2902128.2 


2699.9 


3089,779 


1,2899528.3 


2f)02.2 


3089,789 


1,2896926.1 


2604.4 


3089,799 


1,2894321.7 


2606.8 


3089,808 


1,2891714.9 


2609.0 


3089,818 


1,2889105.9 


2611.3 


3089,829 


1,2888494.6 


2613.6 


3089,839 


1,2883881.0 


2616,0 


3089,850 


1,2881266.0 


2618.2 


3089,860 


1,2878646.8 


2620.5 


3089,872 


1.2876026.3 


2622.8 


3089,882 


1,2873403.6 


2626.2 


3089,894 


1,2870778.3 


2627,6 


3089.906 


1,2868150.8 


2629.8 


3089,918 


1,2866521.0 


2632.1 


3089,930 


1.2862888.9 


2634.4 


3089,942 


1,2860264.5 


2636.8 


3089,954 


1,2857617.7 


2639.2 


3089,967 


1,2854978.5 


2641.5 


3089,980 


1,2852337.0 


2643.8 


3089.993 


1,2849693.2 


2646.2 


3090,007 


1,2847047.0 


2648.5 


3090.020 


1,2844398.6 


2650.9 


3090,033 


1,2841747.6 


2663.3 


3090,048 


1.2839094.3 


2656.6 



logA^ 



5,5675830.1 
6,5674423.5 
5,5673015.5 

5,6671606.2 
5,6670196.7 
5,6668783.8 

5,6667370.7 
5,6665956.2 
6,6664540.4 

5.6663123.3 
5.6661704.9 
5,5660285.1 

5,5658864.1 
5,5657441.7 
6,6656018.0 

5,6654593.0 
5.6653166.6 
6.5651738.9 

5,6650309.9 
5,6648879.6 
5,5647447.8 

5,5646014.7 
5,5644580.3 
6,5643144.6 

5,6641707.4 
5,5640269.0 
6,5638829.2 

5,5637388.0 
5,5635945.6 
5,5634501.5 

5,6633056.3 
5,6631609.6 
5,5630161.6 



Vers. 



1406.6 
1408.0 

1409.3 

1410.5 
1411.9 

1413.1 
1414.6 
1415.8 

1417.1 
1418.4 
1419.8 
1421.0 
1422.4 
1423.7 
1425.0 
1426.4 
1427.7 
1429.0 
1430.4 
1431.7 
1433.1 
1434.4 
1435.7 
1437.2 
1438.4 
1439.8 

1441.2 
1442.5 
1444.0 

1445.2 
1446.7 

1448.0 

1449 4 
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TABEL V. Eerste gedeelte. Vervolg. 







5r40' O' 
4140 
43 20 

5145 O 

46 40 

48 20 

5150 O 
5140 
53 20 

51 65 O 

56 40 
58 20 

52 O O 
140 
3 20 

52 5 O 
6 40 
8 20 

52 10 O 
1140 
13 20 

52 15 O 
16 40 
18 20 

52 20 O 
21 40 
23 20 

52 25 O 

26 40 
28 20 

52 30 O 
3J40 
33 20 

52 35 O 
36 40 
38 20 



- 300 

- 200 

- 100 

± O 
+ 100 
+ 200 

+ 300 
+ 400 
+ 600 

+ 600 
+ 700 
+ 800 

+ 900 
+ 1000 
+ 1100 

+ 1200 
+ 1300 
+ 1400 

+ 1500 
+ 1600 
+ 1700 

+ 1800 
+ 1900 
+ 2000 

+ 2100 
+ 2200 
+ 2300 

+ 2400 
4 2500 
+ 2600 

+ 2700 
+ 2800 
+ 2900 

+ 3000 
+ 3100 
+ 3200 



^0 



- 9270.227 

- 6180.166 

- 3090.090 

± 0,000 
+ 3090,105 
+ 6180,224 

+ 9270,359 
+ 12360,509 
+ 15450,674 

+ 18540,855 
+ 21631,052 
+ 24721.265 

+ 27811,493 
+ 30901,739 
+ 33992,000 

+ 37082,279 
+ 40172.574 
+ 43262,887 

+ 46353,216 
+ 49443,663 
+ 52533,928 

+ 55624,311 
+ 58714,711 
+ 61805,130 

+ 64895,567 
+ 67986,023 
+ 71076,497 

+ 74166,990 
+ 77257,502 
+ 80348,034 

+ 83438,585 
+ 86529,155 
+ 89619,745 

+ 92710,355 
+ 95800,985 
+ 98891,636 



Vers. 



3090,061 
3090,076 
3090,090 
3090,105 
3090,119 
3090,135 
3090,160 
3090,165 
3090,181 

3090,197 
3090,213 

3090,228 

3090,246 
3090,261 
3090,279 
3090,295 
3090,313 

3090,329 

3090,347 
3090,365 

3090,383 
3090,400 
3090,419 

3090,437 

3090,456 
3090,474 

3090,493 
3090,512 
3090,532 
3090,551 

3090.570 
3090,590 
3090,610 

3090,630 
3090,651 

3090,670 



%^i 



2836438.7 
2833780.6 
,2831120.2 

2828457.5 
,2825792.3 
2823124.7 

2820454.8 
2817782.4 
2815107.6 

2812430.4 
2809750.8 
2807068.8 

2804384.4 
,2801697.6 
2799008.2 

,2796316.5 
,2793622.3 
,2790925.7 

,2788226.6 
2785525.0 
2782821.0 

2780114.6 
,2777405.6 
2774694.2 

,2771980.3 
,2769264.0 
2766545.1 

2763823.8 
2761099.9 
2758373.6 

2765644,7 
2752913.3 
2750179.6 

,2747443.1 
2744704.1 
2741962.7 



Vers. 



2658.1 
2660.4 
2662.7 

2665.2 
2667.6 

2669.9 

2672.4 
2674.8 

2677.2 

2679.6 
2682.0 
2684.4 

2686 9 
2689.3 

2691.7 
2694.2 
2696.6 
2699.1 

2701.6 
2704.0 

2706.4 
2709.0 
2711.4 
2713.9 
2716.3 
2718.9 
2721.3 

2723.9 
2726.3 

2728.9 
2731.4 
2733.8 
2736.4 

2739.0 
2741.4 
2744.0 



UgA^ 



5,6628712 2 
5.5627261.5 
5,5625809.3 

5,5624355.8 
5,5622900.9 
6,6621444.6 

5,5619986.9 
5,6618527.8 
5,5617067.3 

6,5615605.4 
5,5614142.1 
5.5612677.4 

5,5611211.3 
5,5609743 8 
5,6608274.9 

6,6606804.6 
5,5605332.8 
6,6603859.6 

6,5602385.0 
5,5600909.0 
5,5599431.5 

6,5597952.6 
5,5596472.3 
5,5594990.5 

5,5593507.3 
5.5692022.7 
5,5590536.6 

5,5589049.0 
5.6587560.0 
5,5686069.6 

5,5684677.7 
5,5583084.3 
5.5581589.4 

5,5580093.1 
5,5578595.4 
5,5577096.1 
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TABEL V. Eerste gedeelte. Vervolg. 



r 



+ 3300 
+ 3400 
+ 3500 

+ 3600 
+ 3700 
+ 3800 

+ 3900 
+ 4000 
+ 4J00 

+ 4200 
+ 4300 
+ 4400 

+ 4500 
+ 4600 
+ 4700 

+ 4800 
+ 4900 
+ 5000 

+ 6100 
+ 6200 
+ 6300 

+ 6400 
+ 5500 
+ 5600 

+ 5700 
+ 6800 
+ 5900 

+ 6000 
+ 6100 
+ 6200 

+ 6300 
+ 6400 
+ 6500 



^0 



+ 101982,306 
+ 105072,998 
+ 108163,710 

+ 111264,443 
+ 114346,197 
+ 117436,972 

+ 120526,768 
+ 123617,686 
+ 126708,426 

+ 129799,288 
+ 132890,172 
+ 135981,078 

+ 139072,006 
+ 142162,956 
+ 146253,930 

+ 148344,926 
+ 161 436,946 
+ 154526,987 

+ 157618,062 
+ 160709,141 
+ 163800,254 

+ 166891,390 
+ lf)9982,550 
+ 173073,734 

+ 176164,942 
+ 179256,174 

+ 182347,430 

+ 185438,711 
+ 188530,017 
+ 191621,348 

+ 194712,704 
+ 197804,085 
+ 200895,491 



Vers. 



3090,692 
3090,712 

3090.733 
3090.764 
3090,775 
3090,796 
3090,818 
3090,840 

3090,862 
3090,884 
3090,906 

3090,928 
3090,960 
3090,974 
3090,996 

3091,019 
3091,042 

3091,066 
3091.089 
3091,113 

3091,136 
3091,160 
3091,184 

3091,208 
3091,232 
3091,256 

3091,281 
3091,306 
3091,331 
3091,356 
3091,381 
3091,406 

3091,431 



hgAi 



2739218. 
2736472, 
2733723, 

2730971. 
2728217, 
2726460, 

2722701. 
2719939. 
21\ini, 

2714407, 
,2711638. 
2708866. 

,2706091, 
2703313 
2700633, 

2697761 
2694966. 
2692178 

2689387 
2686594 
2683798. 

2681000, 
,2678199. 
,2675396. 

2672689, 
,2669780. 
2666969, 

2664164. 
2661337, 

2652870 
2650043 

2647212.8 



Vers. 



NB. 
N. A. V, 



+ 6600+203986,922 

Achter logJ^ moet — 10 gevoegd worden. 
, W. Dl. VIII. 



2746.6 
2749.1 

2751.6 
2754.2 
2756.7 
2759.3 

2761.9 
2764.4 

2767.1 
2769.6 
2772.2 
2774.8 
2777.4 
2780.0 

2782.6 
2785.2 
27^7.8 
2790.6 
2793.0 
2796.8 
2798.3 
2801.0 
2803.6 
2806.3 
2809.0 
2811.6 
2814.3 
2817.0 
2819.6 
2822.3 
2825.0 
2827.7 
2830.4 



logA^ 



5,6575695.4 
6,5574093.2 
6,5672689.5 



5,6671084. 

6.5669577.7 

5,5568069.6 

5,5566560,0 
5,5565048.8 
5,5563536*2 

5.5562022.1 
5.5.5OO506.4 
5,5558989.3 

5,5557470.6 
5,5555950.6 
5,5554428.8 

5,5552905.6 
5,5551380.9 
5,5549854,6 

5,5548326,8 
5,55467i)7.5 
5,5545266.7 

5,5543734.3 

5,5542200.3 
5,5540664.9 

6,6639127.9 
6,6537689.3 
6,6636049.2 

6,6634607.6 
5,5532964.2 
6,6631419.4 

5,6529873.1 
5,6528326.1 
5,6526775.6 

5,5525224.5 



Vers. 



1602.2 
1603.7 
1605.1 
4U606.7 
1508.1 
1609.6 
1611.2 
16120 
1614.1 
1616.7 
1617.1 
1618.7 

1520.1 
1521.7 
1623.2 
1624.7 
1526.3 
1627.8 
1629.3 
1630.8 
1532.4 

1634.0 
1636.4 

1637.0 
1638.6 
1540.1 

1641.7 
1643.3 
1644.8 
1546.3 
1548.0 
1649 6 
1661.1 



19 
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TABEL V. Tweede gedeelte. 

Z = ^,A"-^3A"» + ^or'-i?^(3"A"»; %^3 = 9,40303.5 -20. 
T=A, +^,A"*-JS,r2;^"+53A"'; %53 = 8,86267i6-20. 



<P 



50''45' O" 
46 40 

48 20 

50 60 O 
51 40 
53 20 

50 55 O 
56 40 
58 20 

51 O O 
140 
3 20 

51 5 O 
6 40 

8 20 

51 10 O 
11 40 
13 20 

51 15 O 
16 40 
1820 

5120 O 
2140 
23 20 

5125 O 

26 40 
28 20 

5130 O 
3140 
33 20 

51 35 O 

36 40 
3» 20 



P" 



' 3600 
■3500 
■3400 

- 3300 

• 3200 
3100 

■3000 
•2900 
-2800 

•2700 
■2600 
•2500 

■2400 
•2300 
•2200 

•2100 
•2000 
•1900 

-1800 
•1700 
•1600 

-1500 
-1400 
-1300 

■1200 
•1100 

■ 1000 

■ 900 

■ 800 

■ 700 

• 600 

■ 500 
. 400 



9,46975. 
9,47014. 
9,47053. 

9,47093. 
9,47132, 
9,47171. 

9,47211. 
9,47250. 
9,47289. 

9,47329. 
9,47368. 
9,47408. 

9,47447. 
9,47487. 
9,47527. 

9,47566. 
9,47606. 
9,47645, 

9,47685. 
9,47725. 
9,47765. 

9,47804. 
9,47844. 
9,47884, 

9,47924. 
9,47964. 
9,48004. 

9,48044. 
9,48084, 
9,48124. 

9,48164. 
9,48204. 
9,48244. 



Vers. 



39.2 
39.2 
39.3 

39.2 
39.4 

39.3 
39.4 
39.4 
39.4 
39.5 
39.5 
39.5 

39.6 
39.6 

39.6 
39.6 
39.7 
39.7 
39.7 
39.8 
39.8 
39.8 
39.9 
39.9 
39.9 
39.9 

40.0 

40.0 
40.1 

40.0 
40.1 
40.2 
40.1 



logB^ 



9,74451.6 

9,74477.8 
9,74503.9 

9,74530.1 
9,74556.3 

9,74582.5 

9,74608.7 
9,74635.0 
9,74661.2 

9,74687.5 
9,74713.8 
9,74740.2 

9,74766.5 
9,74792.9 
9,74819.3 

9,7484.5.7 
9,74872.1 
9.74898.6 

9,74925.0 
9,74951.5 
9,74978.0 

9,75004.6 
9,75031.1 
9,75057.7 

9,75084.3 
9,75110 9 
9,75137.5 

9,75104.2 
9.75190.9 
9,75217.5 

9,75244.3 
9,75271.0 
9,75297.7 



Vers. 



26.2 
26.1 

26.2 

26.2 
26.2 

26.2 
26.3 
,26.2 
26.3 
26.3 
2Ö.4 
26.3 
26.4 
26.4 
26.4 
26.4 
265 
26.4 
26.6 
26.5 
26.6 
26.5 
26.6 
26.6 
26.6 
26.6 
26.7 

26.7 
26.6 

26.8 

26.7 
26.7 
26.8 



logB^ 



9,54216.7 
9,54228.7 
9,54241.8 

9,54254.9 
9,54268.0 
9,54281.1 

9.54294.2 
9,64307.3 
9,54320.5 

9,54333.6 
9,54346.8 
9,54359.9 

9,54373.1 
9.54386.3 
9,54399.6 

9,64412.7 
9,54426.9 
9,64439.1 

9,54452.4 
9.64465.6 
9,54478.9 

9,54492.1 
9,54605.4 
9,54618.7 

9,54532.0 
9,54545.3 
9,54658.6 

9,64671.9 
9,64585.3 
9,54598.6 

9,54612.0 
9,54625.3 
9,54638.7 



Vers. 



3.0 
3.1 
3.1 

3.1 
3.1 

3.1 

3.1 
3.2 

3.1 
3.2 
3.1 
3.2 

3.2 
3.2 

3.2 

3.2 
3.2 
3.3 
3.2 
3.3 
3.2 
3.3 
3.3 
3.3 
3.3 
3.3 
3.3 
3.4 
3.3 

3.4 

3.3 
3.4 
3,4 



219 



TABEL V. Tweede gedeelte. Vervolg. 



.<p 


P" 


loffB, 


Vers. 

40.2 
40.2 

40.3 


%i?, 


Vers. 

26.8 
26.8 

26.9 


loffB, 


Vers. 


51'40'0" 
4140 
43 20 


- 300 

- 200 

- 100 


9.48284.8 
9,48326.0 
9,48365.2 


9,75324.5 
9,76361.3 
9,75378,1 


9.54652.1 
9.54666.6 
9,54678.9 


13.4 
13.4 

13.4 


5145 
46 40 
48 20 


± 
+ 100 
+ 200 


9,48405.5 
9,48445.8 
9.48486.1 


40.3 
40.3 
40.3 


9.75405.0 
9,75431.8 
9,75458.7 


26.8 
26.9 
26.9 


9,64692.3 
9,64705.8 
9,64719.2 


13.5 
13.4 

13 4 


5150 
5140 
53 20 


+ 300 
+ 400 
+ 600 


9,48526.4 
9.48566.8 
9,48607.2 


40.4 
40.4 
40.4 


9,76486.6 
9,75512.5 
9,76539.5 


26.9 
27.0 
26.9 


9,64732.6 
9,547461 
9,54769.6 


13.5 
13.5 

13.4 


5155 

56 40 
58 20 


+ 600 
+ 700 
+ 800 


9,48647.6 
9.48688.1 
9,48728.6 


40.5 
40.5 
40.5 


9,76566.4 
9,75593.4 
9,75620.4 


27.0 
27.0 
27.0 


9.64773.0 
9,54786.5 
9,64800.0 


13.5 
13.5 
13.5 


52 
140 
3 20 


+ 900 
+ 1000 
+ 1100 


9,48769.1 
9.48809.7 
9,48850.3 


40.6 
40.6 
406 


9,75647.4 
9,75674.5 
9,76701.5 


27.1 
27.0 

27.1 


9,64813.5 
9.54827.1 
9,54840.6 


13.6 
13.5 
13.6 


52 5 
6 40 
8 20 


+ 1200 
+ 1300 
+ 1400 


9,48890.9 
9,48931.6 
9,48972.3 


40.7 
40.7 
40.7 


9,75728.6 
9,75755.7 

9,75782.8 


27.1 
27.1 

27.2 


9.54854.1 
9,54867.7 
9,54881.3 


13.6 
13.6 
13.6 


5210 
1140 
1320 


+ 1500 
+ 1600 
+ 1700 


9,49013.0 
9.49053.7 
9,49094.5 


40.7 
40.8 
40.8 


9,76810.0 
9.75837.1 
9,75864.3 


27.1 

27.2 

27.2 


9,54894.8 
9,54908.4 
9,54922.0 


13.6 
13.6 

13.6 


5216 
1640 
18 20 


+ 1800 
+ 1900 
+ 2000 


9,49135.3 
9,49176.2 
9,49217.1 


40.9 
40.9 
40.9 


9,75891.5 
9,75918.8 
9,75946.0 


27.3 
27.2 
27.3 


9,54936.6 
9.54949.2 
9,54962.8 


13.6 
13.6 

13.7 


52 20 
2140 
23 20 


+ 2100 
+ 2200 
+ 2300 


9,49258.0 
9,49298.9 
9,49339.9 


40.9 
41.0 

41.0 


9,76973.3 
9,76000.6 
9,76027.9 


27.3 
27.3 
27.3 


9.54976.6 
9,64990.1 
9,55003.8 


13.6 
13.7 
13.7 


52 25 
26 40 
28 20 


+ 2400 
4 2500 
+ 2600 


9,493809 
9,49421.9 
9,49463.0 


41.0 
41.1 

41.1 


9,76055.2 
9.76082.6 
9,76110.0 


27.4 

27.4 

27.4 


9.65017.5 
9,55031.1 
9,56044.8 


13.6 
13.7 
13.7 


52 30 
3140 
33 20 


+ 2700 
+ 2800 
+ 2900 


9,49504.1 
9.49546.2 
9,49586.3 


41.1 
41.1 

41.2 


9,76137.4 
9,76164.8 
9,76)92.2 


27.4 

27.4 
27.5 


9,65068.5 
9,55072.2 
9,55085.9 


13.7 
13.7 
13.8 


52 35 
36 40 
38 20 


+ 3000 
+ 3100 
+ 3200 


9,49627.5 
9,49668.8 
9,49710.0 


41.3 
41.2 
41.3 


9,76219.7 
9,76247.2 
9,76274.7 


27.5 
27.5 
27.6 


9,56099.7 
9.55113.4 
9,551272 


13.7 
13.8 

13.7 
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TABEL V. Tweede gedeelte. Vervolg. 



52^0' O' 
41 40 
43 20 

62 45 O 
46 40 
43 20 

62 50 ö 
5i 40 
53 20 

52 55 O 

5(1 40 
58 20 



53 



63 



O 

1 40 
3 20 

5 O 
(140 
8 20 

53 10 O 

11 40 

13 20 

63 15 O 

lf]40 
18 20 

63 20 Ü 
21 40 
23 20 

53 25 O 
26 40 
28 2Ö 

53 30 O 
31 40 
33 20 

63 35 O 



+ 3300 
+ 3400 
+ 3500 

+ 3f>O0 
+ 3700 
+ 3SÜ0 

+ 3900 
+ 4000 
+ 4100 

+ 4200 
+ 4300 
+ 4400 

+ 4500 
+ 4000 
+ 4700 

+ 4S00 
+ 4900 
+ 5000 

+ 5100 
+ 520O 
+ 5300 

+ 5400 
+ 5i^00 
+ 5600 

+ 5700 
+ 5*^00 
+ 5000 

+ 0000 
+ 6100 
+ 6200 

+ 0300 
+ 6400 
+ 6500 

+ 6600 



%^ö 



y,4Ö75K3 

Ö,4U792.6 
9,41)834.0 

9.40875.4 
9,49016.8 
9,49958.2 

0,40999.7 
9,5004 L2 
y,50082.8 

9,50124.3 
9,50166.0 
9.50207.6 

9,50240.3 
9,5029 LO 
ü,50332.7 

9,50374.5 
9,50416.3 
9,50458.1 

9,50500.0 
9,5054 \ .9 
9,50583,8 

9,50025.8 
9,50667.8 
9,50709.8 

9,50751.9 
9.50794-0 
9.5083G.1 

9,.50878.3 
950920.5 
9,50962,7 

9,51005.0 
9,51047,3 
9,51089.0 

9,51132.0 



Vers. 



.4 
.4 
.5 

,5 

.6 

.5 
,7 

.6 

.7 
.7 

.7 
,8 
.8 
8 

9 

9 
,9 

42.0 
42.0 
42,0 
42.1 

42.1 
42.1 
42.2 

42.2 
42.2 
42.3 

42.3 
42,3 
42.4 



%^t 



Yers. 



9,76-302.2 
9,76329.7 
9,76357.3 

9,76384.9 
9,76412.5 
9,70440.1 

9,76467.8 
9,76495.5 
9,76523.2 

9,76550.9 
9,76578.6 
9,76606.4 

9,76634.2 
9,76662.0 
9,76689.8 

9,76717.6 

9,76745.5 
9,76773.4 

9,76801.3 
9,76829.2 
9,76857.2 

9,76885.2 
0,76913.2 
9,76941 

9,76969.2 
9,76997.3 
9,77025.4 

9,77053.5 
9,77081.6 
9,77109.8 

9,77138.0 

9,77166.2 
9,77194.4 

9,77222.6 



27.5 
27.6 
27.6 
27.6 
27.6 
27,7 
27J 
27,7 

27J 
27,7 
27.8 
27-S 

27,8 
27.8 

27,8 

27.9 
27.9 

27,9 

27.9 
28.0 
28.0 

28.0 
28.0 
23,0 
28.1 
28J 

28,1 
28.1 

28.2 
28.2 
28.2 
28.2 
28.2 



%JÏ, 



9,55140.9 

9,55 1 54,7 
9,55168.5 

9,55182.3 
9,55196.1 

9,55209.9 

9,55223.7 
9,55237.6 
9,55251.4 

9,55265.3 
9,55279,1 

9,55293.0 

9,55306.9 
9,55320.8 
9.55334,7 

9,55348.7 
9,55362,6 
9,55370.5 

9,55390,5 
9,55404.5 
9,55418.4 

9.55432,4 
9,55446.4 

9,55460, 

9,55474.5 
9,55488.5 
9,55502.6 

9,55516.6 
9,55530.7 
9,55544,7 

9,55558.8 
9,55572,9 
9,55587,0 

9,55601.2 



Vers. 



13 8 
13,8 
13,8 
!3.8 
13.8 
13.8 
13J> 
13.8 
13.9 
13.8 
13.9 
13.9 
13,9 
13.9 

14,0 
13.9 
13.9 

14.0 
14.0 
13.9 
14.0 
14.0 
U.O 
14.1 
14.0 
14.0 

14a 

14,1 
14.0 

14,1 

14.1 

14.1 

14.2' 



NB. Achter logB^^ logB^ en UgB^ moet —20 gevoegd worden. 
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TABEL Va. 



\" 



2" 
3" 

4" 

9" 
10" 



V 
2' 
3' 

4' 
5' 

r 

10' 



3' 



19,17987385 



19,1799 
38,3597 
67,5396 

76,7195 

95,8994 

115,0792 

134,2591 
153,4390 
172,6189 

191,7987 



1150,7924 
2301,5849 
3452.3773 

4603,1697 
5753,9622 
6904,7546 

8055.5470 

9206,3394 

10357,1319 

11507,9243 



69047,5459 
138095,0917 
207142,6376 



(P 



60*45' O" 
4640 
4820 

5050 O 
51 40 
53 20 

50 55 O 
56 40 
58 20 



51 



51 



O 

1 40 
3 20 

5 O 

6 40 

8 20 

51 10 O 
1140 
13 20 

51 15 O 
16 40 
18 20 

5120 O 
2140 
23 20' 

5125 O 
26 40 
28 20 

5130 Q 
3140 
33 20 

5135 O 
36 40 
38 20 



P" 



•3600 

3500 

-3400 

•3300 
■3200 
•3100 

•3000 
•2900 
•2800 

•2700 

•2fl00 

2500 

-2400 
-2300 
-2200 

•2100 
.2000 
-1900 

-1800 

1700 

-1600 

•1500 
-1400 
-1300 

-1200 

-1100 

1000 

• 900 
- 800 

• 700 

• 600 

• 500 

• 400 



%^,/ 



6,0684066.2 
6,0684665.4 
6,0685265.1 

6,0685865.2 
6,0686465.7 
6,0687066.7 

6,0687668.1 
6,0688270.0 
6,0688872.4 

6.0689475.1 
6,0690078.4 
6,0690682.0 

6,0691286.2 
6,0691890.7 
6,0692495.7 

6,0693101.2 
6,0693707.1 
6.0694313.5 

6,0694920.3 
6,0695527.6 
6,0696135.3 

6,0696743.4 
6,0697352.0 
6,0697961.1 

6,0698570.6 
6,0699180.6 
6,0699791.0 

6,0700401.9 
6,0701013.2 
6,0701625.0 

6,0702237.2 
6,0702849.9 
6.0703463.0 



Vers. 



599.2 
599.7 
600.1 

600.5 
601.0 

601.4 
601.9 
602.4 

602.7 
603.3 
603.6 
604.2 

604.5 
605.0 

605.5 

605.9 
606.4 

606.8 
607.3 
607.7 
608.1 

608.6 
609.1 

609.6 
610.0 
610.4 
610.9 

611.3 
611.8 
612.2 

612.7 
613.1 

613.6 



TABEL Va. Vervolg. 







5^40' O" 
4140 
43 20 

5145 O 
46 40 

48 20 

5150 O 
5140 
53 20 

5155 O 
56 40 
58 20 



52 



52 



O O 
140 
3 20 

5 O 
640 
8 20 

5210 O 
1140 
13 20 

5215 O 
16 40 

18 20 

52 20 O 
2140 
23 20 

52 25 O 

26 40 
28 20 

52 30 O 
31 40 
33 20 

5235 O 
36 40 
3820 



(3" 



%^/. 



- 300 6,0704076.6 

- 200 6,0704è90.6 

- 100 6,0705305.1 

± O 6,0705920.0 
+ 100 6,0706535.4 
+ 200 6,0707151.3 

+ 300 6,0707767.6 
+ 400 6,0708384.3 
+ 500 6,0709001.5 

+ 600 0,0709619.2 
+ 700 6,07I02.S7.3 
+ 800 6,0710855.9 

+ 900 6,0711474.9 
+ 1000 6,0712094.4 
+ 1100 6,0712714.4 

+ 1200 6,0713334.8 
+ 1300 6,0713955.6 
+ 1400 6,0714577.0 

+ 1500 6,0715198.7 
+ 1600 6,0715821.0 
+ 1700 6,0716443.7 

+ 1800 6,0717066.8 
+ 1900 6.0717690 
+ 2000 6,0718314.5 

+ 2100 6,0718939.0 
+ 2200 6,0719564.0 
+ 2300 6,0720189.4 

+ 2400 6,0720815.3 
+ 2500 6,0721441.7 
+ 2600 6,0722068.5 

6,0722695.8 
6,0723323.5 
6.0723951.7 



+ 2700 
+ 2800 
+ 2900 

+ 3000 
+ 3100 
+ 3200 



6,0724580.4 
6,0725209.5 
6,0725839.1 



Vers. 



6140 
614.5 

614.9 
615.4 
6159 
616.3 

616.7 
617.2 
617.7 
618.1 
618.6 
619.0 
619.5 
620.0 
620.4 
620.8 
621.4 
62IJ7 
622.3 
622.7 
623.1 
623.6 
624.1 
624.5 
625.0 
625.4 
6259 

626.4 
626.8 

627.3 

627.7 
62S.2 

628.7 
629.1 
629.6 
630.0 



(P 



52-40' O" 
41 40 
43 20 

52 45 O 

46 40 

48 20 

52 50 O 
5140 
53 20 

52 55 O 

56 40 
58 20 

O O 
140 

3 20 



53 



53 



5 O 

6 40 
8 20 

5310 O 
1140 
13 20 

53 15 O 
16 40 
18 20 

53 20 O 
21 40 
23 20 

53 25 O 
26 40 
28 20 

53 30 O 
3140 
33 20 

53 35 O 



P' 



+ 3300 
+ 3400 
+ 3500 

+ 3600 
+ 3700 
+ 3800 

+ 3900 
+ 4000 
+ 4100 

+ 4200 
+ 4300 
+ 4400 

+ 4500 
+ 4600 
+ 4700 

+ 4800 
+ 4900 
+ 5000 

+ 5100 
+ 5200 
+ 5300 

+ 5400 
+ 5500 
+ 5600 

+ 5700 
+ 5800 
+ 5900 

+ 6000 
+ 6100 
+ 6200 

+ 6300 
+ 6400 
+ 6500 

+ 6600 



^Üf^n 



6,0726469.1 
6.0727099.6 
6,0728730.6 

6,0728362.0 
6,0728993.9 
6,0729626.2 

6,0730259.1 
6,0730892.3 
6,0731526.1 

6,0732160.3 
6,0732795.0 
6,0733430.1 

6,0734065.7 
6,0734701.8 
6,0735338.3 

6,0735975.3 
6,0736612.7 
6,0737250.7 

6,0737889.1 
6,0738527.9 
6,0739167.2 

6,0739307.0 
6,0740447.3 
6,0741088.0 

6,0741729.2 
6,0742370.9 
6,0743013.0 

6,0743655.6 
6,0744298.7 
6,0744942.2 

6,0745586.2 
6,0746230.7 
6,0746875.6 

6,0747521.0 



Vers. 



630.6 
631.0 
631.4 
631.9 
632.3 
632.9 
633.2 
633.8 
634.2 

634.7 
635.1 

635.6 
636.1 
636.5 
637.0 
637.4 
638.0 
638.4 

638.8 
639.3 

639.8 
640.3 
640.7 

641.2 

641.7 
642.1 

642.6 
643.1 
643 5 
644.0 
644.5 
644.9 
645.4 



NB. Achter %-^,, mo«t —10 gevoegd worden. 
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